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“南强丛书”序

    厦门大学是爱国华侨领袖陈嘉庚先生于1921
年4月6日创办的，到明年将有70年的历史。为了

厌贺这个光辉节日，在海内外校友的倡导和支持下，

我们编辑出版了这套“南强丛书”。

    厦门大学创办伊始，就明确宣告:“本大学之目

的，在博集东西各国之学术及其精神，以研究一切现

象之人蕴与功用，同时并阐发中国固有学艺之美质，

吏之融合贯通，成为一种完善之文化。”厦大校歌则

反复咏唱:“吁袋乎南方之强”。几十年来，厦门大学

师生弘扬“南强”精神，为实现自己的办学宗旨和追

求自己的理想目标，做出了可贵的努力和贡献，培养

造就了一批卓有成就的学者等家，编写出版了许多

引人汪目的优秀教材和学术专著，丰富了我国文化

宝库 特别是新的社会主义历史时期，厦门大学满园

春色，少次欣向荣，人才辈出，成果丰盈。以历史的眼

光，选萃集成我校学者专家的优秀之作，出版一套以



教材、专著为主的“南强丛书”，这是共有深远意

义的文化积累工作，也是对建校70周年大庆的

最好纪念。

    “南强丛书”的出版，是我校发展史士的一

件盛事，引起了广泛的关注和强烈的反响。色次

征稿，各系、所踊跃推荐，参评的优秀书稿达50

多部。经“南强丛书”编审委员会认真评达，首批

入选的书稿有15部。这些著作涉及自然科学和

社会科学各个主要学科，都是作者多年潜心研

究的重要成果，其中既有久负盛名的老一辈学

者专家花了心血的力作，又确后起之秀富有开

拓性的位作，还有已故著名教授的遗作。虽然数

量有限，门类河全，但在某种程度土仍可以体现

我校的教学、科研特色和学术水平。

    出版“南强丛书”，是一项卡期以的重少、少

程，需娶各方面的热情支持和密切合柞。今后，

我们将根据本丛书的出版穿旨和具体条洲，成

熟一批，出版一报，以求更全面更系统地展示我



校教学、科研的丰硕成果。

    由于时间匆促和我们的水平有限，评选工

作和编辑出版工作遗漏、错误在所难免，衷心希

望校友和作者、读一者给予指正。

    最后，我们谨向资助出版木丛书的厦门大

学旅港校友会前理事长黄克立先生致以衷心感

谢 !

厦  门  大  学  副  校 长

“南强丛书”编审委员会主任
郑学檬

1990年9月15日



代 序

    本书系作者近十年来为我校化学系研究生讲授“化学统计力

学”课程而编写的参考教材。何言“参考”?一则实际的教学内容未

必就范于此;二乃既为研究生课程，似不宜圈于一本读物。

    综观近百年学科史，统计力学这门学科从建立到发展，从平衡

态列柞平衡态，从经典统计列量子统计，其理论的成就己臻高峰境

界.其在化学中的应用也日益广泛。拙见对化学系学生开设此课，

教学的主要目的寿于使入门者认识并理解宏观过程(特别是化学

现束)中的统计因果及其观律性;掌握统计力学基本原理揭示“大

块”物质(体系)的状态性质乃至有关的过程变化与组成物质的微

观组元动力学行为之间的内在必然联系，进一步汲取理论方法中

丰富的怨像力.严谨而又巧妙的逻样思维。为了恰当地达到这一墓

本要求，题材的选择，内容之取舍当以突出阐明立论的要旨，推理

之钩思和结果的精义为本。注重对实际问题的应用处理，进免繁复

的数学推导或过多的力学原理论述。在本书的编写过程中力水符
合这个准则。释义理而唯务明达，约冗证而不失其严，举凡对概念

的建立，模型的假设以及定理、定律的演绎都尽童地米取易为初学

者接受的方式方法折解辫析。管窥所及，虽立意不悖，限于个人浅



识，况临笔迟钝，恐难贯枷初衷。一书中，坑漏欠块之处在所淮兔，幸

望一专家同行斧正。

    本书是在导师周绍民教授殷切关怀下完成的，北京大学唐育

供教授乙苫:《统计力学及其在物理化学中的应用》对我启发尤多。

此外，承我杖姚士冰副教授协助提供有益编写参考资科，工茸本副

教授佼阅全偏。兹值厦门大学《南强丛朽》出版，得附议尾，谨儿一

并衣示谢比。

苏文缎

识于厦大化学{鑫

    一九九0一午，卜一月
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第一章 统计力学基本知识

    热力学、统计力学和量子化学是近代化学学科的理沦工具。热

力学研究的是宏观体系，量子化学研究微观体系，而统计力学则建

立了体系宏观性质与其微观力学行为之间的联系。自本世纪以来，

应用统计力学方法处理什一学的各一类平衡以及非平衡体系，已积累

了相当丰富的知识，特别是近代，这一理论方法在物理化学中的应

用更有许多突出的成就._
    虽然，统1一1一力学和热力学都是以大量粒子(指原子、分子、离子

以及其他微观结构单元)势合的宏观体系作为研究的对象，但两者

在理论方法上却存在着报本性差别·热丈学的欲究是吃象卯处理
方法，仅注重体系的宏观性质以及宏观性质之间的联系(如状态方

程、热丈学函数关系式等)，而统计力学的理论逻辑则是:从微观的

角度去考察大量粒子集合运动的统计规律性，并确认体系的衣观
物理量乃系组成体系的大量粒子之某一微观力学行为的统1于丫勺

位。臀如，气体的压力实际上是气体分子鞠繁撞击容器器壁的平玲

效应，，:一甚p川沙就是从分子撞击器壁价后怂动量变，抓。推导:。
秘件 ’‘ 3厂二’一 妙L~ 护、尹碑.‘拼“‘”“一 “‘‘””‘ ~‘一’一’.”‘-

来的，式中，p、二和疥依次表示分子的数密度、质且和速准方均

值。从这个压力公式的推导步骤就可清楚地看到，作为宏观性质的



压力如何与分子的方均速度发生久系，其结果正是统计规律性的

必然。

    所谓的统宝}·规律性无非是揭示了在一个巨大的复合事件中，

各随机事件的出现将具有什么样的几率。就以气体分子的速度分

布为例，气体中杂乱无章运动着的分子可因相互碰撞而不断地改

变速度，任何时刻、任何分子将出现f!·么样的速度纯属偶然，但对

于一个包容分子数目(N)十分巨人的气体来说，其分子的速度分

布必然体现出一定的规律，这就是众所周知的麦克斯苇(Maxu诫)

速度分布律，即

“(。)=;二、{书气)’‘，。一/2。。，‘。
                \乙汀K卫j

    尽管对个别的分子，其行踪轨迹难以捉摸，但总体而言，分子

的速度按照这样的模式去分布却占有最大的可几率。换句话说，这

个麦克斯苇速度分布律就是气体分了无规运动的统计规律。

    诚然，统计规律性只能是大量全同复合随机事件所表现的集

体行为。即如上述的气体分子运动，倘若体系中仅含寥寥无几的少

数分子，麦克斯苇分布律就根本不能成立。其他如气体的压力(P)

以及分子的平均热运动能(。一兽k7，)，也都是大量分子集合的统计
，升 尸JJ曰砂’一诀‘”、~ ，，‘J，、一 2一 ’~ Hr~ /、于 尸J硕~ 卜」HJ夕。护’

平均值。个别分子的运动谈不上与压力存在联系，其能量亦与温度

无直接相干。从这里也可体会到，为什么统计力学的研究方法既着

眼于粒子的微观运动属性，而其研究对象又必须是一个包容大量

粒子的宏观体系，最终的目的则是依据物质微粒运动所遵循的统

计规律性，揭示体系宏观性质之间的普遍关系。

    统计力学所包括的研究范围极其广泛，其理论领域大体可分

为如下几方面:

    (1)平衡态理论  这是统计力学发展较早并最臻完善的一方

面。由于它的内容仅涉及体系的平衡性质，与热力学的研究相当，

    ·2·



故通常又称之为统计热力学，或简言统计力学;
    (2)非平衡态理论  具体内容如输运过程，在物理化学中，则

主要是研究化学反应的分子动态和微观机制。近代，有关此方面研

究的进展十分活跃、飞快，

    (3)涨落现象  所谓涨落，意即体系的状态性质无不围绕着各
自的统计平均值起伏波动。布朗运动也是一种涨落现象。归根结

底，涨落的产生乃系一个随机过程，体系包容的粒子数越少，其涨

落的程度愈显。

    在理论方法上，统计力学的特点是从个别粒子所遵循的运动

规律出发，根据事件发生的可几率而导出物质体系的统计行为。然

后，再进一步去诊释体系的各种宏观性质乃至各式各样的物理化

学过程。事实上，统计力学的研究并不当真要求追究个别粒子的运

动细节，亦无须详细查明有关研究对象的全部微观信息。只要依据

物质微粒运动的普遍特性并为研究体系模拟一个合理的结构模

型，就可从中导出有关统计规律的一般性结论。这对于揭露物质体

系的现象与本质，当然赋有更加深刻的意义。但也应当看到，统计

力学仍然有其自身的局限性。首先，它不能断言个别事件(如个别

分子运动)的确切行为，而仅能笼统地预测某一特定事件发生的可

能性以及最可几事件出现的必然性。其次，对各式各样的非理想体

系，由于粒子间存在这样那样的相互作用，有关体系模型的合理构
思便遭遇到诸多处理手段(包括物理和数学)的困难。为了达到问

题的求解，往往需要进行一系列近似简化。简化越多，离开体系的

真实面目就越远，得出来的结果其吻合的程度就越差。补救的办法

是妥善改进模型，但模型考虑得越细致，其数学处理就越繁夏。目

前，对许多有关课题的统计力学研究，其困扰大都止乎此。



彭1 概率的定义及其计算

    人幻从生活实践或科学实验中观察到的自然一界理象失体可分
为两仲情形，“曰必然性规象，即由该现象产生的结果事前可以确
切预料，比如水在标准压力(尸=，。013义10叭·/。，)和。℃以下必
冻结成冰，温度达到或超过 100℃时，又尽化为汽。另一类现象则

是偶然性的，其过程的归宿可能出现或此或彼的不词结果扩就像抛
掷一枚分币，究竟出理企面还是反面纯属随机偶然，但这徉的偶然

性决非无从捉携。只要分币做碍匀称二出现正面和反面的机会总是

均等的二具体地说，设使有人执分币一枚连续投掷亿兆次，其结果
呈现正、反两面的次数自必趋近于各占1/2。_历史上，荡丰曾掷过

初40次，得到20攫2次正面;而皮尔逊掷了2啥000次，正面的次数
为12川2，其他哟例子还可举出许多。由此看来，所谓的偶然性现

象自有共内在潜藏的支配规律。这个支配规律实质上就是耐人寻

味的统于卜规律，它深刻地体现了“偶然之中包含必然’笔一哲理万

  一、一经计概率
    概率(域称儿率)是表示偶然性事件出现的可能性大小的一个

纂本量度。数学上，把一个可能出现多种不同结果的随机性事件称

为复合事件，复合事件中的每一种偶然情况就叫做偶然事件。假然
事件的内视具有相对性，譬如掷一颗散子，既可将每吮种点数￡从

飞朔6)的出砚作为一个偶然事件，也可按奇数点及偶数点的出现

来苏分两个侠然事件。显然，后一种偶然事件(奇数点或偶数点)各
包含三个;贾基峰、成公偶然事件(指1、3、5、或2、‘、6点)。‘在概率论

中，通称复合事件中不可再细分的妈然事件为荃本事件，

  ，今，



    欲观测、评价某随机事件的出现几率，原则上应大量重复该复
合事件的试验次数。现设重演的次数为材(足够大的数)，而一，是

事件万的出现次数，那么，工A与M之比即事件吧一她出观呱率
~ N。
.罗，月‘= 七于

                ZU
〔1一 r一 1)

或更精确地表示为

_ ‘ 二 入认

夕，=二黑万 (r拼 1{宁{幻

    然而，赤术妨设想让汾个全同的复合事件在柑同韵试验条
件下一次“表演’几，‘再清点其中出现事件A的个数，其值与姗之比

也等于A的了出现几率。这恰似一次投掷亿兆个殷子然后查算呈

现某种点数的般子比例。可以肯狱，不论是拿一颗般子投掷亿兆次
或者是一把抛撤亿兆个般子，得出的几率总是一致的。所以说，式

(1一1一1)中的对和N，溉可代表复合事件的重演珠数纵及事件
A的出现次数，也可看作是该冥合事件的集合个数以及出现事件
A的个数。

    又如果一个复合事件所包含的基本事件是有限个的，并且各

基本事件的出现机会均等，则对任砰偶然事件喊、其出现几率即由
下式确定:

(1一 1一 3)上
价 

 

--少

    此处，In、，各表示事件A包含的基本的事件数以及该复合事

件中的基本事件总数。这个式子也叫做古典概率，简单实甩。但在

实际问题中，未必都能满足各基本事件全是等机遇的这一前提。即

如掷般子，通常都是出现七队6点的几率比出现1、2、3点的大些。

因为殷子的重心总是稍向从2、3点的一龟偏斜丫诚然，由式(1一1
一1)定义的统计概率亦有其局限性，因为人们实在不可能将事件

的试验重复到无穷多次。更何况每次重复试验的条件也很难保持
                                                                        。5二



完全一致。

    二、概率的性质

    概率具有稳定性。也就是说，任何一个复合事件只要在完全相

同的条件下重演，其各偶然事件的出现几率总是固定不变的。这道

理十分清楚，否则，所谓的统计规律性也就无从成立了。以下是有

关概率计算的几条基本法则。

    (1)若以乡扭.)(:二1，2，⋯。)表示复合事件中偶然事件‘的
出现几率，则据式(l一1一1)或式(l一卜 3)，可见

                习少(，.)=1 (，一‘一4)

即任一随机(复合)事件的总几率都等于!.有时称此为归一化条

件。

    (2)任一偶然事件A.的出现几率必介于1与0之间，即
                        0镇多(A:)(1 (1一1一5)

    如式，若多(A.)二1，则表示该事件月。必然发生，夕(人)二0，

该事件不可能发生。

    (3)设复合事件中诵、召两偶然事件互不相容，以少(月U扔表

示并包A和刀的出现儿率，则

                多(AUB)=多(A)十少(B) (1一1一6)

    这也叫作加和规则。式中，少(劝及乡，(切分别代表A或刀单

愁韵出现魂率。例如，掷一颗般子，期望出现了3或4点的几率。如

_1代，有

。，。:.‘、 1 。 1
，二Ju“’二万十万

接而)“才，若事件通:、A:·一 人各互不相容，那么

‘(Q、)一客少(A·， (1一 1一 7)



    (4)倘复合事件中J4、刀两偶然事件各自独立，以p(An的表

示此两事件联属发生的几率，则

少(A门D)==乡(注)少(B) (1一 1一8)

    此即乘法规则。例如，同时掷两颗般子，期望第一颗出现“3”，

第二颗显示“1”，于是得

，(，。D)一音又音

    三、条件概率
    实际问题中，常会遇到在前一事件(酌已经发生的条件下，后

一事件(A)可能发生的JL率。这就叫条件概率，表示为岁(川的。比

如，有甲、乙两袋，甲袋装红球二粒，乙袋装白球二粒，各球大小、质

量均等。今连续两次从甲、乙两袋‘1’各任取一球相互交换，间第二
次交换后甲袋两球皆白，乙袋两球皆红的几率若千?

    设以召和A分别表示前后两次的交换事件，则据概率论，条

件概率少(川酌可按以下通式计算(证明略):

，(，1。)二竺华华
                          之，厂吸D 夕

(1一 1一 9)

    此处，少(It)即第一次交换后事件B的出现几率，因必然是
甲、乙两袋各装红球、白球一个，故少(的=1。又按式(l一1一8)定

义，少(A自口)当表示经两次交换后，事件B和事件A联属发生的

几率，不难算出，乡(A门方)=少佃)乡(A)，1/4，所以岁(A!召)“

1/4。

四、随机变t

在概率统计‘!，，存在两类性质不同的随机变量。即离散随饥变
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量和连续随饥变量。前者指变量的给吹是分立的(或称量子化的)，

后者意含该变量的取值可被着成是连续变化的。显然，前面建立的

概率公式都是以离散随机变量作依叱的，而在连续随机变星场合

下，其概率公式一般多借助几何空间来定义，故有几何概率之称。

    想像深一随机事f’1(幼对应丁欧氏空问的一个区城。(称样布

空间，可以异一维或多维的)，:弓，的1呀一基本事件A都可在样本

空问找到对应点。反过来说，。上的每一个点都对应于:中的一个

基本事件(月)。假定各样本点在。上的出现都只有同等机遇(或言

分布均匀)，井以:(习表示:在6上的亥化范围，以:(A)表示与事

付A相对应的空隔。据川，，则A的出现几率被认定为

。，:、 二(月)
占，产叹月声 = 一丁甲花.

                  7气吕少
(1一 1一 10)

    倘若:空阁样本

点的分布是非均匀

的，便须寻求全部样

本点住含空闷的分布

式样。如搜1一1一1，
设随幼.变量X在一

纶样本空何‘}，存在一

注续函数六对，而在

“蕊3墓b之主化区域

内，久出现夙机泊:

f(a。)

、~、、
·~ ~ ~一.，.....叫.... 工

图 1 阴影面即随饥变量

落在。~b区间的九率

的儿牢即等于。‘乙

区域内曲线J(:)以下包田的面积，积分式为

，(·、x、。)一卫，〔·)“ ‘，一‘一，，，



    了(，)亦称几率密度或儿率分布函数，必须满足f(幻)0及归

一化条件，

l-t“·，‘一’ (1一 [一 ]2)

式，}，，积分限遍及一的全部变{L范旧。

谷2 统计力学体系的分类

    热力学巾，根据体系和环境可能发生的能量传递和物质传递

而将体系分为三种不同类型，即关闭体系、孤立体系和开放体系。

但在流计力学中，却是根据红扬丈体系的粒子之微观运动属性而将
被研充的对象分为定域子体系和离域子体系两大类。

    在定域子体系中，粒子都有共固定不变的点阵位置，整个体系

形成有规则的点阵排列。实例如固态晶体.对离域子体系，组)jt体

系的全部粒子均被限制在同一个窗器空间。任何时刻、任何粒子都

可能出现在此容器空问的f〔一角落里.气体就属于这样的体系.
    定域子体系与离域子体系的二L要区别在于后者的粒子没有固

定的坐标位置可言.或者说，不存在囚粒一定点排列而产生的空间

分布式样。又根据量T-力学，离域子体系按其波函数对称性又可分

为两类，一类是波函数对称性的，另一类的波函数则是反对称的。

什么是波函数的对称性?简单地说，对一个由全同粒子组成的体

系，为了满足微观粒子不可分辨性的要求，任意交换体系中一对粒

子的空间坐标，其描述体系状态的全波函数“ll(包括所有粒子的轨

道运动和自旋)必然维持不变或一昔仅改变代数符号，即

              甲(q.，q，，⋯q.)=士’1，(q，，q:，⋯q.) (1一2一1)

    实验证明，由奇数个丛本粒子(1旨电子、质子和，1，子等)构成

的原子或分子体系，其波函数必须是反对你的，此类粒子亦你费米



子。而光子以及由偶数个基本粒子构成的原子或分子体系，其波函

数即为对称的，并称此类粒子为玻色子。两类粒子体系的主要区别

在于:对玻色子，每个(能级)量子态所能容纳的粒子数完全不受限

制;而对费米子，则体系中不容许同时存在两个或两个以上(能级)

量子数完全相同的粒子。把离域子体系这样来分类纯悴是量子力

学理论的结果，故习惯上又称之为量子气体。正因为两类离域子体

系的波函数对你性不同，导致它们各自服从不同的统计分布律。费

米子遵从费米一狄拉克(而而一众:ac)分布，玻色子遵从玻色一爱

因斯坦(肠，一Ki。脚‘。)分布。然而，淌如组成体系的粒子质量较

大、且处于足够高温以及数密度较稀的条件下，两类量子气体都将

蜕化为服从玻尔兹曼(肠低阴朋。)分布的经典气体。亦不妨说，玻尔

兹曼分布律是两类量子气体分布的极限形式。

    倘若继续考虑体系中粒子之间可能存在相互作用，那么，便又

有近独立子体系和相倚子体系之分。前者假定体系中粒子间不存

在相互作用或相互作用可近似忽略，而后者则认真对待粒子间实

际存在的相互作用。严格地说，所有的实际体系都是相倚子体系，
因为任何体系其粒子与粒子之间不可能丝毫没有相互作用，否则，

不仅物质的聚集状态(特别是凝聚态)无法形成，也不可能导出体

现微观粒子统计力学行为的分布规律。

    依照上述的分类，液体以及溶液究竟属于哪一类体系?这情形

比较复杂。液体(或溶液)当中，任何分子仍可到处游荡，但粒子之

间有着强烈的相互作用力。在小小的局部范围内，分子的排列似乎

是井然有序的，但延伸扩展出去，就越来越杂乱无章了。因此，通常

都把液态分子的空间排布说成为“短程有序、长短无序”。仅就分子

的流动性而言，液体(或溶液)的特征当然更加接近气体，但有时为

了克服数学上的困难，抓住了“短程有序”这一特点，亦不妨为它设

计一个能反映局部空间排布的“似晶模型”。总而言之，对液态体
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系，其有关统计力学处理的理论模型设想都比较灵活。

荟3体系的宏观态和微观态

    正由于统计力学和热力学在研究方法上存在不同，其描述体

系的状态亦因此而各行其道。热力学是通过某些独立变数(状态性

质)来指定体系的状态，比如，对一个组成不变的给定体系，只须确

定体系的犷、p(或犷、内便可确定体系的状态。由于这样的描述仅

涉及体系的宏观性质而不过问体系中粒子的微观行为，故被指定

的状态当属体系的一个宏观态。反之，在统计力学中，为了揭示大

量粒子集合的统计规律性，就必须详细考察组成体系的粒子之各

种可能的运动形态，然后再通过指定全部粒子的运动状态来明确

体系的状态。此种描述方式当然离不开物质微粒的运动特性，所以

说，它是人们肉眼看不到的一种微观态。至于如何具体指定体系中

物质微粒的运动状态，则由于历史发展的原因，迄今仍并存经典力

学和量子为学两种不同的表述方式。

    一、微观态的t子力学描述

    量子力学阐明了微观粒子的运动规律，由于奇妙的波粒二象

性，粒子的状态当由该函数表征。对能量不随时间变化的粒子体
系，其运动满足定态薛定谬(Sck而心。，，)方程，即

                    砂甲=， (1一3一1)
    此处，，为粒子的波函数，矛一百鉴二{黑+鑫+鑫)一卜v，(:，，，
      一“一 ’r“”一‘”‘一~”’丫厂 8扩。、击“’粉2’扮 少” 护”一’盆’

;)，称哈密顿算符。其中，v，(:，夕，:)为粒子的势能函数。原则上，只

要给出势能函数的表达形式以及粒子运动的边界条件，便可通过

求解薛定愕方程而得出沪的答案。倘如，粒子的运动受到某一势
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能场的束缚，即v夕护0，就会出现能量量子化规则。这时，山薛定愕

方程得到的每一个解(仍)各代表粒子的一个稳定态，而与，.对应

的。.便是该粒子在该定态上的能量本征值。

    同理，对一个由大量粒子组成的，或更具体些E、V、一给定的

玄观体系，亦可通过体系的波函数叹，来描述它的“态”，体系的定

态薛定愕方程表示如一F:

                      .多，、1‘二E’1， (1一3一2)
    妙，即体系的p合密顿算符，E代表总能量。理1仑上说，求解方程

(1一3一2)即可得到一系列的犷.，每一个岁.表征体系的一个’‘态”。

如假定体系中粒子之间不存在相互作用，式(1一3一2)，!:矛，和甲
便可简化成

砂一万沙(k) (1一 3一 3)

:，=耳，，(k) (1一 3一 4)

式中，矛(k)和甲(k)分别表示粒子的哈密顿算符和波函数，满足

                    崖护夕(k)伊(k)幸:(k)切(k) (1一3一5)

    值得注意，体系中一切粒子的状态无不瞬息万变，又因为式

(l一3一啊 能存在如下一系列的解:

切;(k)，沪2(k)·········⋯⋯外(k)

。。(k)，，2(k)·········⋯⋯，.(k)
(1一 3一 6)

故任何时刻、任何粒子(设为第k个)均可随机地.亏据其中的任意

一个态。在满足总能量E守恒和总粒子数J守恒的条件下，设使

万个粒子各自从其仍(k)系列任挑其一而后连乘，得到的



、，。二耳，(*)

E=叉。.a)

(1一 3一 7)

便是式(1一3一2)白七一个特定解，它同时表征体系的一个微观态。

因为，此时全部粒子运动的态都被明确规定了一换句话说，体系的

一冷微观态，实际上对应丁能量本征值E的一个最子态。为帮助

理解，举一简例如下:
      ‘.』。、一一_、一，。，‘_，一 “ ，。、。，一 ‘.，。。. _ 9.

  设某近独立子体矛仅含三个单维谐振子，其总能量‘一亏“·
现知单维谐振子的哈密顿算符为:

二一百蕊飞不券、专‘，一 ‘，一卜“，
六和尸各表示振子的约化质量和弹力岸数。以士代入式以一3一

1)，解得谐振子能级么式为

。二r，，斗.要)h，
                      乙

(1一 3一 9)

v=c、1、2.⋯即价子的量了数，旬一个苗都有共对应的本征波函

数，例纪:

二 0 甲‘一(圣)通一/:
一(翻提脚一恤

一周资气2能2一二，e一“伙
. ‘ 二 ， ⋯ ， 甲 . ⋯ ‘ 匀 “ ⋯

4乳:承，，
  鑫

诚然，此体系的泌函赞冲.当可表示为名个粒子(振子)的波函
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数之连乘。而根据排列组合公式，劝.满足K、N守恒的条件下，可能

出现如图1一3一1所示的代表10种不同状态的多，每一个叭对
应于体系的一个微观态(量子态)。图‘1，，t，表示由给定能量组合式

样(x)产生的叭个数，也等于该能量组合式样包容的微观状态数;

而9则代表体系的微观状态总数。

图1一3一1谐振子体系微观态示意

波函数
能级

  刃，

能  量  组  合  式 样

A B C

子‘

切3

恤

价l

伊。

夺r

争·
争，

争

小，

①②③

      ③

①②

      ③

  ②

①

  峨几=

11，.(k)
  生

  E=

万，.(k)
=与，

    2

切:(1)沪:(2)切，(3)

价。(1)甲。(2)甲3(3)

甲。(1)，3(2)价。(3)

尹3(1)价。(2)沪。(3)

价。(1)甲:(2)价:(3)

奴 l 3 6

。=艺，， l0

  、以上表明，通过求解薛定谬方程即可确定体系的微观态。然

而，实际宏观体系所包容的粒子数万乃是一个极其巨大的大数，

即使粒子的薛定愕方程侥幸得解，也难以逐个写尽描述体系的一

切可及(即可能实现)的波函数，因为体系的9不用说是一个天文

    .14·



数字般的大数。好在统计力学中，根本无须如此繁琐地去说明每个

粒子乃至整个体系的量子态，归根结底，它所关心的仅仅是体系中

这万个粒子如何分配总能量E，其最可几的分布式样是什么?既然

这样，姑且绕过求解薛定谬方程的实际困难而将问题简化为设法
寻求粒子在各个能级上的最可几分布式样，并由此导出体系的能

量分布律。就像前面提到的那个谐振子体系，每一个微观态(或者

说征一个、F.)都有其对应的能量分布方式，而就图1一3一1所示

的那10种不同的叭，又可归并为A、方、C三种不同的能量组合式
样，再恨据每种组合式样给出的，:，即可确定它们的相对出现几

率。习惯上又将每个能级集居的粒子数叫做该能级的分布数。同

样的道理，亦可以通过指定粒子的量子态来区别能量的不同组合

式样，此时就将集居在每个(能级)量子态上的粒子数叫作该量子

态的分布数。

    总而言之，在统计力学中最感兴趣的是刀个粒子分配总能量

E的最可儿分布，而非描述体系粒子运动的波函数(、从)。正因为可

通过指定体系中全部粒子的能级或量子态来表征体系的微观态，

所以，它与直接由波函数甲的描述在根本上是一致的。

    二、微观态的经典力学描述
    本质上说，像分子、原子这一类的微观粒子，都遵循量子力学

规律，但对于粒子质量较大、密度甚稀、且处于是够高温条件下的

体系，亦可采用经典力学的方法来求导统计分布律。经典力学的主
要依据是牛顿定律，能量的变化被看成是连续的，物体(或质点)的

能量包括了动能和势能两种表现形式，对能盘不随时间变化的保

守力学系(热力学中的孤立体系是其一例)，有

                          万二E尤+V， (1一3一10)

    E‘和v，分别指体系中全部粒子的动能总和及粒子与粒子之
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间相互作用势能之总和‘后者决定于粒子间的相互距离，并可表示

为所有粒子在空间位置的函数，即

                  V，=V，(q，，qZ，··一 q‘⋯⋯) (1一3一 11)

q:即k粒子在t时刻的位置坐标。如以仇=(。两、)表示k粒子的动

量，那么，从便可写成为:

“一万六p‘ (1一 3一 12)

    经典力学就是通过指定q、、p‘来描述k粒子的运动状态，而

所谓的体系微观态意即对体系中全部粒子的位置、动量都作出详

细的规定。

    借助几何表示法当能更加形象地描绘体系的微观态，那就是

相空间表示法。相空间是一个多维的概念空间，其坐标轴包括了粒

子动量坐标和位置坐

标。其中有一半用来

表示粒子的位置，另

一半表示粒子的动

量，它们全都是相互

正交的。相空间既可

用于描述单个粒子的

运动状态，亦可推广

到描述整个体系的状

态，此即下面所要介

绍的召一空间和r一

空间。
图 1 双原子分子坐标系

    (1)产一空间又称分子空间，只描述单个粒子的运动状态。例

如，对无内部结构的三维平动子(或单原子气体分子)，其召一空间

当由6根坐标轴构成，即x、夕、;和p，、p，、p:。在此六维的产一空间



中，每一个坐标点代表粒子的一个运动状态，反过来，粒子的任何

运动状态亦都能够在产一空间中找到对应的相点(坐标点)。相点

的运动轨迹即称相轨道。倘如粒子有。个自由度，那就需采用25

维的产一空间来决定粒子的状态。如双子分子，其运动自由度(s)

为6，分子的质心除山:、梦、:规定外，尚须通过，、0、，才能明确它

的空间取向(见图1一3一2)。也因此，分子的动量必包括p‘、p，、p:

及p:、p。、pq等6个分量。所以，双原子分子的群一空间应是12(二2

义6)维的。

    相空问纯粹是一个概念空间，即使是二维粒子，其4维的拜一

空间亦已不能直接由几何图形表示。变通的办法有:同时建立两个

坐标系协同地表示粒子的位置和动量，并简称位形空间和动量空

间。据此，则粒子的运动状态可分别山其位形空间和动量空间的两

个协同点对映表示。图 1一3一3示意绘出一个二维平动子的协同

相轨迹。

淤lq’

\ {

        图1一3一3二维粒子位形空间与动量空间的协同相轨迹

    (2)j’一空间又称体系相空间，用千描述整个体系全部粒子的

运动状态。其坐标维数总共有25.义万，刀即体系的粒子数。坐标系
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上的每一个点规定了全部粒子的位置和动量，自然代表体系的一

个微观态。反之，体系的任一可及微观态亦都能够在r一空间中找

到对应的相点。对保守力学系，总能量守恒不变。因此，在r一空间

中表征体系微观态变化的相点移动必然处处落在一个等能面(E)
上。该等能面是一个(2sN一1)维的概念曲面，数学上称它为广义

球面。为方便处理，有时亦将r一空间析解为彼此协同的一个位形

空间和一个动量空间。

    三、t子态和相胞
    经典力学不仅把粒子的位置和动量变化都看成是连续的，同

时还认为这两个量的测量均可达到任意精确度要求。然而，这样的

老概念却彻底被量子力学否定了。首先，粒子的能量变化事实上是

不连续的，再由于波粒二象性的“作祟”，要同时准确测量粒子的位

置和动量是根本不可能的，这就是所谓的测不准原理。还有，任何

一个宏观体系，尽管其微观状态总数9皆系一个天文大数，但只

要刀、V、.\’给定了，终归会有它的明确值。然而，倘如采用r一空间

来描述体系的状态，则在对应的等能面上，其相点的数目当然是无

限多的，即9~co，岂不与按量子态计算的结论抵触?为了解决这

一矛盾，使经典统计的结论更趋合理，很有必要对相空间的某些概

念细节进行改造。

    根据测不准原理，粒子位置的不确定范围(d:)与其动量的不

确定范围(如:)必须满足如下关系:
                          血.dPx)h (1一3一13)

这也叫作测不准关系式，可简单地表述为:对一个微观粒子，普朗

克常数b是同时测定:和仇所产生误差乘积之最小限度。推广到

，维运动的粒子，其测不准关系式当即变成

                    血，⋯⋯血刀p，⋯⋯如，)Ila (1一3一14)
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    借助测不准关系式来改造相空间便可使体系微观态的经典

力学描述与量子力学描述基本达到一致。为具体起见，暂以一维谐

振子体系说明之。

    经典谐振子眼从虎克定律，振子的能量。v包括动能可/2升和

势能k‘:2/2两项:

    p;.k，劣琴
介 铸 育 ， 勺节 ~1子~

        ‘拜 ‘
(1一 3一 15)

此处，p:是振子的动量，而x则代表振子偏离的其平衡位置的位

移。

    单个谐振子的运动状态可通过二维召一空间表示，为此，改写

式(1一3一15)

习何而)’
十一崔组尸

  (了2八/k‘)2
(1一 3一 16)

    可见，对一个给

定的 。v，立可画出一

个以二和德
为半轴的椭圆。如图

1一3一理，其周就是一

条:、固定不变的等

能线。在这样的刀一

空间中。若于:一，:十

dx和p:~p:+dp，之

间划出一块微小的面

图1一3一4一维位子尹空1旬

              等能面及相胞示意

积元(相体积元)，并服定此相体系元的面积恰好为d川Pz二h。依照

经典概念，小方格人所包容的相点数目同样是无限多的。然而，在



测不关系式点拨下，只要振子运动的态落在像h这样的小方格里，

便不能继续辨别在该:一:十介和p、一p、十dPx小范围内振子的才

和p:究竟采取哪一套真值。换句话说，凡处在h格子内的的一切

相点，由它们表征的‘·态”想像中确实是模模糊糊、混混沌沌的。既

然如此，倒不如索性就把人格子里的全部坐标点统统看成是仅表

征振子的一个“态”，人们就将这祥的茎本格子叫作相胞。

    相胞的概念可推广到任何维数相空间。对三维平动子，其产一

空间的相胞体积是d劝夕d娜p:dp沪p:=h3。而在了，一空间中，平动子的

相胞则为护沐y。一言以蔽之，lta汉y是经典相空间等效于体系微观态

的基准体积元。

    讨论到此，经典统计的相空间已不知不觉地涂抹了量子力学

原理的胭脂。总的意思是，把相空间看作是由体积等于ll’”的基准

单元堆砌而成的，并且每一个基准单元所拥有的全部几何点部被

认为是无从辨别的，这样的单位体积元便很自然地同粒子或者体

系的量子态一一对应起来。

芍4 统计力学的基本假设

    为了从宏观体系寻求大量粒子集合运动的统计规律性，并进

一步运用得来的统计规律(玻尔兹曼分布律即是其中之一)去连释

体系的各种物理化学性质，特别是一系列平衡态乃至非平衡态过

程的因因果果，除了必备的数理方法外，还须再根据粒子运动的统

计属性而确立几条合乎逻辑的基本假设。事买上这些基本假设早

已经历了众多的理论考验并获得普遍公认，分述如下。

  一、等几率原理

  任何一个宏观体系无不包含难以计数的可及微观态，这完全
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决定于组成体系的粒子(万)如何分配其总能量(E)的组合方式数。

由于粒子的不断运动以及粒子与粒子之间不断地相互交换能量，

体系的微观状态亦将处于瞬息万变之，1，。可想而知，一个宏观体系

所达到的平衡状态(宏观态)实际上就是在这熙熙攘攘的微观态中

漾漾渡过。任何瞬间，体系究竟呈现什么徉的微观态纯属随机偶

然，关键在于如何确定每个微观态的出现几率。看来，这也是一个

仅能依靠逻辑推理的问题，在统1卜力学‘!，特为此而提出如下的等

几率原理:

    “平衡态下，体系，1，每一可及微观态都具有相同的出现几率”。

    尽管这条原理不能从现有的力学定律或其他自然规律推导出

来，但它的正确性却得到了大量论证以及结论的支持。譬如说，也

只有在等几率原理的前提下，刁‘可能导出玻尔兹曼分布律。而所谓

的各态经历假说不也就是隐含着等几率原理的设想吗?

    二、求平均值

    宏观体系有许多可测量的物理量，诸如压力、温度、热容等等。
为了阐明这些物理性质的起因以及它们的期望值，在统计力学中

又提出如下基本假设:

    “体系的宏观物理量乃系在给定条件下组成体系的粒子之某

一微观力学行为的统计平均值”。

    从粒子微观万学行为求体系的宏观物理量时，最根本的问题

即在于寻求体系微观变量随饥值的几率分布函数。

    现设犷为体系粒子的某一随机变量(诸如分子的速度、能量

等)，其给值范围变动于。⋯⋯:.·一 乙之问，以岁(:。)表示该随机

变量2在某瞬间出现x.的几率，则在漫长的时间进程，卜，:的平均

显示值汤即由以下式子给定。对离散随机变量



牙二艺乡(动毛 (1一 4一 1)

而对连续随机变量

一尤少(x’、 (1一 4一 2)

    往往是:本身又为另一独立变量A的函数，这样，上列两式

也就相应地改写为:

              牙一习岁(，。)，(，.) (1一4一3)

、一犷少‘A，·(/，，‘“ (1一 4一 4)

      此处，夕(约或少(A)实际上就是前头式(]一1一11)所说的

几率分布函数，自必满足归一化条件。既然任何随机事件的几率

(或儿率函数)都具有可靠的稳定性，因此，按照以上诸式了!算出来

的各种物理量平均值当然也具有完全的确定性。这无疑是大量位

子集合运动的统计规律性之必然反映。

    例  麦克斯苇速度分布律亦可表示为几率分布函数的形式，

即

、(:)一李丝华 一，二{二卫兴)3‘，。一，，2奋:。2
          ‘、 住秒 \乙厅‘1/

(1一J一5)

于是，据式(l一」一4)求出分子的平均速度云为:

。一犷一‘(·，!’‘·

一犷一刁·(蔚)3夕’·-··2/2汀!，3J!，一六厚
又分子的方均速度

3‘2。一。2/:*·。1，。一丝



故平动能平均

“一合)Il护
    3 __
= 1厂k了，

      Z

    一般而言，从粒子的微观力学行为预测体系的宏观物理量可

能遇到两种情况，一是有明确的微观属性与宏观的性质参数相对

应，例如压力对应于分子碰撞器壁的动量变化;热传导对应于热运

动能的迁移等等。另一种情况是该宏观性质寄托于大量粒子集合

运动的整体行为，就像温度和嫡，两者都是体系的状态性质，但温

度乃表征体系热平衡的宏观参数，它并非个别分子的固有属性;而

嫡函数则时常被用来比拟体系的“混乱度”，但“混乱度”不过是描

述体系内部大量粒子能量分布或构型分布的形象化概念，对单独

存在的个别粒子，实在谈不上有了1·么“混乱度”。

    附带指出，由儿率函数求取统计平均值，记住以下几条简单法

则是有用处的。

    (1)设劣是随机变量，“为常数，则平均值。一即等于

        丽=艺“，(，.):.

=。艺，(:。):一。、 (1一4一6)

    (2)设之和，均为随机变量，以少(x.门，J)表示联属出现随机

值:。和夕，的几率，若:和夕两变量各自独立，则

                  少(x.自yJ)=乡(:.)少(，，)

月艺，(x.)一】，艺少(，，)一;。因:.与乡(，J)元关，;J与少(x，)无
关，故可导了同

  万石了二艺(:.+;，)少(x.n，J)
                                  ‘.J

      一艺，。、，(x.).艺，(，，)+.艺;，，(;，).习，(x.)
                                    毛 夕 J .

            =x+鲜 (1一4一7)
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即二量之和的平均值等于二量平均值之和。

    例    分掷两个般子，以x.、少(x.)及犷J，乡甸夕)分别表示第一颗

般子和第二颗般子的随机点数及其出现几率，将每次掷出的点数

相加再求平均值。

    解

4一1)，得

般子的点数从1至6，且二(:‘)一，(;J)一粤。据式(1一
                                                                                U

                          x=夕=3.5

    于是

                      (x+夕)二x+夕=7

这相当于同时投掷两颗般子所给出的平均点数。

    (3)依(2)中假设，又可导出

    石丁刃一艺:.;.少(:。n，·)

一习二，(:.).艺;J，(，，)
                =x.夕 (1一4一8)

即二量积之平均值等于二量平均值之积。
    例    分掷两颗般子，将每次掷出的点数相乘求其平均值。

    解    参照上例，并由式(l一4一7)立得

                牙·乡二3.5义3.5二12.25

    验证如下:先指定第一颗般子点数为1，而第二颗般子点数从

1到6变更，两个点数相乘有1义1，1义2，⋯⋯，1义6;再指定第一

颗般子的点数为2，则有2义1，2义2，⋯⋯，2又6。依此类推，直到指

定第一般子的点数为6，得6义1，6义2，·一 ，6义6。以上总共给出

36个数，每个数的出现都是等于几率的。全部相加再乘以1/36(少

(:.).少伪，))便成12.25这个数。



    三、内能与墒函数

    (1)内能(U)是热力学体系最基本的状态函数，由于能量守
恒，故孤立体系的内能不增不减。按热力学定义:“内能即体系内部

的能量总和”。微观地看，体系中既有粒子自身的热运动能(包括平

动、转动和振动)，同时还存在粒子内部其他运动形态(诸如分子或

原子中电子的运动、原子间的键合以及核自旋等)产生的能量，除
此而外，还有粒子与粒子之间相互作用的势能。在统计力学中，对

一个给定E、V、1的孤立体系，通常都将体系的总能量E表示为
                                                    N

          E二习、+V，、q、，qZ，⋯⋯q，) (1一」一。)
                                                  饭二 1

式中，。，概括了k粒子本身具备的各种运动形态的能量，而v，则

代表体系中全部粒子间相互作用的势能总和。严格地说，v，并非
一个可独立存在的能量项。因为，粒子间的相互作用仅当粒子集合

在一起时方能出现，故式(l一4一的事实上假想成立，这样写纯粹

是为了数学处理上的方便。倘如体系中粒子间的相互作用可以忽

略，即v，兰0，那么，式(l一4一助便被简化为近独立子体系的理想
状态，

(1一 4一 10)

 
 
 
 
 
 

于、艺
叫 

 

一~ 
 

E

    虽然，统计力学体系表示的E和热力学定义的u形式上稍有

差异，但两者的基本意思是一致的。简言之，E和u相当，至少对任

何过程，均是

                              d召二 dU (1一 4一 11)

    (2)墒函数(5)也是热力学体系最基本的状态函数，遗憾的
是，经典热力学无能彻底阐明嫡的本质。也只有借助统计力学，才

能深刻理解嫡的真正物理意义。玻尔兹曼最先提出，体系的嫡与其

微观状态存在如下确定关系:



                            改= kl:19 (1一 4一 12)

    乍一看来，这是个令人费解的臆断!但事实证明，其正确性无

懈可击。进一步说，9既为体系的微观状态总数，而根据等几率原

理，体系中每一可及微观态的出现当占有如下的几率:

(1一 4一 13)

代入式(1一4一12)，即成

              _ ·1 “一
                    泞二一kln去 =一kln少 (1一4一14)

                                  -一 9 ---一

    此式把摘和体系微观态的出现几率直接联系起来，体现了更

加深刻广泛的意义。

    以上式(1一4一11)和式(1一4一12)的建立显然亦是逻辑的推

理，但却己被作为统计力学的基本假设看待。也有人说，这两个公
式是统计力学沟通热力学第一定律和第二定律的桥梁。



习 题

    (1)掷两个般子，最可儿的点是几?一次掷N(~1沪“)个般子，

最可几的点数是几?一次掷10个般子，最可几的点数是几?
    (2)6个般子一把撒到碗里，问出现点数为①②④④⑤⑤的几

率若干?

    (3)一口袋装有‘7个红球、4个白球和5个蓝球，相继三次取

球(每取出一球，即将球放回原处)，求:

        。)第一次取出为红，第二次为白、第三次为蓝的几率少。。

        b)三次当中，红、自、蓝各一次的儿率少:。

        c)三次当中，第三次为蓝的几率少3(第一、二次色泽不

限)。

    (4)15个孩子去旅行，5个迷路了，8个晒黑了，6个无任何问

题地回家了，求一个晒黑孩子迷路的几率?一个迷路孩子晒黑的几

率?

    (5)一个般子灌了铅，其出现奇数点和偶数点的几率分别为
_ 1 ~ 3 。，
少，二二 。少.=斗 。问
一可 4’一润 4”一‘

        。)投掷般子六次，其中有三次出现奇数点的几率多少?

(列出算式，不必数值演算);

        a)’再投掷六次，其中有三次出现六点的几率多少?(假定

各偶数点的出现都是等)L率的)。

    (6)一小巴士有向前的座位9个，向后的座位8个，车上有7

个乘客，其中2个拒绝朝前坐，3个拒绝朝后坐，问有几种坐法?

    (7)对66665容六个数进行任意排列，共可得到多少个不同的

6位数?假定所有的排列都是等几率的，并指定排出的数是个偶
                                                                          ·27，



数，其中的两个5又连在一起。试确定符合上述排列条件的出现几

率。

    (8)设连续随机变量的分布函数是

                  少(幻二Be一矿

a为常数，B为归一化因子，2的变化范围是一co~十、，求

        。)归一化因子脚

        b)平均值牙‘、牙2、牙。

    (9)设:是随机变量，有

                    少(:)=刀:e一，

a为常数，B是归一化因子，:的变化范围是0、co，求

        。)归一化因子B，

        b)平均值云和砂;

        。)牙的散差必与涨落(了贾)。
                (散差定义:己=又于二万荟)



第二章    玻尔兹曼统计

    玻尔兹曼统计是统计力学早期发展的理论方法，它是19世纪
中叶由麦克斯苇、玻尔兹曼等人奠基创立的。其主要结论即玻尔兹

曼分布律，乃经典统计的辉煌成果之一。

虽1 玻尔兹曼分布律

    玻尔兹曼分布律阐明了对一个E、V、N给定的平衡体系，N个

粒子分配总能量E的最可几方式。换句话说，当体系达到平衡态
时，布居在各能级上的粒子数必遵从玻尔兹曼分布律。这条定律具

有普遍深刻的科学意义，其应用范围极其广泛。凡涉及有关能量分

布的问题，一般都可借助玻尔兹曼分布律。虽然，后来发现，对量子
效应不可忽视的离域子体系，其能量分布并不符合玻尔兹曼分布

律。但事实证明，不论是费米一狄拉克(F一D)分布或者是玻色一

爱因斯坦(刀一幻分布，其极限的形式都将还原为玻尔兹曼分布。

又因为玻尔兹曼分布是麦克斯苇气体分子速度分布律的升华，故

有时亦将这条定律叫作麦一玻(M一D)分布律。但要注意，肚一B

分布意在说明通常的气体体系(经典气体)，而就玻尔兹曼能量分

布律言，其可适用的范围远远超过气体领域。

                                                                    。29·



    一、微观状态数的计算

    概括地说，区别体系微观态应考虑粒子的能级分布和构型分

布。前者指粒子出现在各个能级(或量子态)上的分布状态，而后者

则表示粒子在体系空间点阵的排列式徉。诚然，构型分布只对定域

子体系才有意义。因在定域子体系(如金属品体)中，所有的粒子都

有其固定的点阵位置，指定粒子的能级量子态还必须同时明确它

的点阵所在。而在离域子体系中，因不存在定点排列问题，故其微

观态的实现方式自必与定域子体系互有区别。比如，就图2一1一」

(a)所示的三粒子体系，设其(能级)量子态分别取衍、。2、。:，如按定

域子点阵排列，其可能实现的微观状态数有6，但如粒子不被定

域，则不论它们游移到体系空间的哪个角落，统统都被看成是同属

000
                        3

000
                      4

000
                        5

000
                        6

OO
O
0O

  O
                  8

。飞
                  9

  O

0闷。
                    (a) (b)

    图2一1一1 1一6，三个粒子定点排列的六种不同微观态;在离域场合

                下，7，8一个微观态，9，1。，7(或8)是三种不同微观态言

于一个微观态.从这点也可看出，对离域子体系，仅当集居在各个

(能级)量子态上的粒子数(分布数)发生变化时，才可能产生新的
微观态。图2一1一1(b)示出，离域子体系微观态的识别仅能明确
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到粒子的量子态分布数。

    现在设想一个由J个全同粒子组成的定域子体系，以n，表示

集居在勺能级的粒子数，该能级的简井态数为肠。下面是N个粒

子分配其总能量E的一套组合式样{。，}:

    能级 。，，印一 印“⋯

    简并数 。。，叻”⋯叭⋯⋯

    能级分布数

    限制条件是:

‘1)粒子数守恒

(2)总能量守恒

艺。J=:N

艺，J。，一:

(2一 1一 1)

(2一1一2)

    对这样的一套分布，不妨把它看成是万个粒子被分为对应于

各个能级的若干组，并且处在同一能级的粒子又可各自随机地占

据该能级的任何一个简并态。根据排列组合公式，将这J个粒子

安放儿万个定域的点阵点上，其可能实现的排列方式数当是

’一“，早杀
(2一 1一 3)

    粒子的每一种排列方式就对应着体系的一个微观态，而在满

足总能量守恒和总粒子数守恒两个限制条件下，把一切可能的能

量组合式样的t、累加起来，就得出体系的微观状态总数，即

。(:，，，，人了)=乏二，x二万刃!且典
                    x X J 林J!

(2一1一J)

    对离域子体系，严格地说，应遵照两类量子气体的量子态占据

原则去导出夕(E、F、N)计算式，这将在第六章中详细讨论。眼下，

姑且依照经典统计的处置而将离域子体系的tx和9分别写成:

，、一11典
      ‘广 ”，1

(2一 1一 5)



”(E，‘一“·，一万‘一万耳杀‘2一‘一6，
    与前面的式子比较，无非是作了一个除一!的修正。理由是，

离域子体系不存在因定点排列而产生的构型方式数。或者搬用经

典统计的传统说法，是对全同粒子不可辨别性的修正。但无论如

何，这祥的修正毕竟太过份了，因为式(2一1一3)及式(2一1一4)t扣

的盯右早已体“了对“同粒子不可”别性的“正。“”续
除1!岂不矫杠过正?不过，从实用的效果看，式(2一1一5)和式(2

一1一6)又寸寻常条件下的气体体系，却也处处行得通。因为，只要粒

子的能级分布满足呜》。J，即各能级的简并态数大大超过其粒子

的分布数，则由量子气体导出的饭便可近似简化为经典统计的式

(2一1一5)及式(2一1一6)，而一般的气体也正是能够符合这样的
要求。

    二、玻尔兹受分布律的推导
    式(2一1一3)和式(2一1一5)分别确定了两类粒子体系之给定

能量组合式样的微观状态数tx。由等几率原理当知，，x越大者，体

系粒子按照该组合式样{。，}去进行分布的几率也就愈大。在统计

力学中，习惯直接采用t、来表示体系出现分布(。，}的相对几率，并

称它为热力学几率。与数学几率tx/。(E，v，N)比较，差除一个9，

但对任何给定条件的体系，9(E，V，工)自有其不变的固定值，相对

而言，以热力学几率(‘x)代替数学几率(‘x/习)并不损害结论。

    求导玻尔兹曼分布律，关键在于寻找函数tx的极值。为便于

数学处理，设令

                              fx二 Intx (2一 1一 7)

    勿庸赘述，介之极值和tx极值是对应一致的。如将式(2一1一
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5)代入并借助斯特林公式展开，则

          人二艺。J，n。，一艺，‘，，r、。，+艺n，

这是一个多元函数，但存在两个限制条件，即

(2一 1一 8)

。一乙。，一。一。

、一万。J。，一:一。

(2一1一9)

(2一 1一 10)

    一般说来，函数j、(n;，。2⋯nJ⋯)当不存在附加条件的极值与

必须满足某些附加限制条件的极值是不同的。对后者，其极值的求

导需通过比较复杂的数学手段，拉格朗日待定乘数法就是一种常

用的推导方法。步骤如下:

    根据式(2一1一9)和式(2一j一1的两个限制条件，定义一个新
函数。

                        f“ fx 十 “9弓一肋 (2一 1一 11)

    其中，a和刀都是待定的因一子。这函数(f)的极值条件同样是

在极点处微变盯二0，即
    df= Jfx+“dg+f，’郝:

一不(瓮)‘一十·不(毙)‘一+刀不(尖卜
一不〔(瓮卜·(袭)+刀(癸)」‘刀少

        =0 (2一1一!2)

    不难论证，按照这个微变式求出的极值就是原函数fx在有附

加限制条件下的极值。

    由于式(2一1一9)和式(2一1一10)的约束，式(2一1一!2)‘}，的

夕个n，变数只有勺一2)个是独立的，今设为。3，。;⋯⋯。J，又因a和

刀都是待定的因子，从而可通过调节此二者使其满足

                  了盯x、 /棺、.，了淤、
                }资交}+a(子 {+声{子 !二0 (2一t一13)                  又次:j’一\枷，广’‘\汤:，j



典{一，。{粤)+夕{弊卜。(:一1一，刁)
呱21 \椒2/ \似2/

这洋，式(2一1一12)就变成

盯一买[(瓮)‘·(袭)一”“(尖)」‘一“
(2一 1一 15)

为满足此式恒等于零，必然存在

{孕)一*。{粤)+，{粤卜。 (:一1一16)
\城，1 、魂，1 \洲，/

(j=3，4，·，·夕)

另自式(2一]一8)~式(2一1一10)，依次有

丛、_，。竺
  一     月 一 1月 1 -

咖，/ 粗，
(2一 1一 17)

(舞)一‘
(尖)一

(2一 1一 18)

(2一 1一 19)

代回式(2一1一16)，立得

1。攀+。+夕。，=0
    几，

(2一 1一 20)

或

                    五J=呜e‘·e声” (2一1一找1)
    这就是企望中的玻尔兹曼分布律，它明确地表示了当体系达

到其最可几的分布状态时，集居在各能级上的粒子数(分布数)必

须遵循的规律。尽管上面的推导采用了离域子体系的(2一1一5)
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式，但对定域子体系，其，x与离域子体系仅差一个夕1，刃现为不

变值，故按照同样的效学步骤推演，结1仑自必完全一致。

    亦可以改用拉子的量子态分布数来表示玻尔兹曼分布律，其

扣应的表达式即为

                          元.=e。，e电 (2一 1一22)

元.即(能级)量子态乙的分布数。

    又据N=艺nJ，故式(2一1一21)还可继续演变，即

J二，习、八 (2一 1一 23)

所以

e.二 (2一 1一 21)

此处定义

二艺、产 (2一 1一 25)

名之日粒子的配分函数(或称状态和)。形式上，q可解释为对体系

中一个粒子的全部能级或量子态的玻尔兹曼因子(产)求和。依

此，则

                                            刃
                        。，=二.，e两， (2一1一26)

                                            q

或

                  元.=丝e，。， (2一1一27)
                                              q

对式(2一1一27)，口当写成，

                  。=艺。，气 (2一1一28)

    显而易见，令或令应可分别表示在最可几分布下粒子出现      ~ ’二~ 2目’N ~ N一 J/J刀J’1、‘J’协衬‘’J，“ZJ‘’‘’‘.工 J“刁~

在能级。，或量子态几_L的几率。这样，式(2一1一26)或式(2一1一



28)又可转化为几率函数的表达形式，即

夕‘动一贪一睽

少(动一贪一宁

(2一 1一 29)

(2一 1一 30)

    三、内能和墒的统计表达式

    不难理解，任何一个宏观体系，当它从非平衡态过渡到平衡态

时，体系中粒子(J)按照玻尔兹曼分布的式样去分配总能量(E)应

当具有最大的热力学几率。也正因为体系的宏观平衡态与其微观

的最可几分布息息相依，故可认为，一切的宏观状态性质实际上都

是在最可几分布下所表现出来的性质，这就是经常反复强调的“平

衡态分布即对应于最可几分布”.而有关体系状态性质的统计力学

诊释，其依据也恰恰在此。下面请看如何通过玻尔曼分布提供的信

息去求算体系的内能和墒。

    (1)依照式((1一4一])及式(2一1一29)立可给出，体系中粒子
的平均能量为

      万一不少J(。，￡，一专不、一
                    了仍nq、

                    = 卜万分} (2一 1一 31)
                      气粼 /。

山此即得体系的内能之义令E)是

(2一 1一 32)
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    (2)按玻尔兹曼摘公式

                                    习 = kl万飞9

幼当然是体系的微观状态总数。如以￡，表示服从玻尔兹曼分布而

    。36。



产生的微观状态数，则，。当为。当，!‘达到最大的项。倘能沈意到

不论是习抑或‘，都是个天文般大数，尽管实际上日可能比它，还大

儿十甚至儿百个数量级，但一经取对数之后，两者相差也就变得十

分接近了。如此一来，前面的嫡公式便也顺理成章地可以用In，，来

代替1:19了，即令

                          5“ 孟11、9~ 人lllt: (2一 1一 33)

    这就叫作撷取最大项原理。诚然，有关t，(元，，元2，⋯石J)的表达

计算仍旧遵从式(2一1一3)或式(2一1一5)。暂从式(2一1一5)出

发，可得

  5一、In‘，一。艺((、，，n屿一、J，n、J)+、J)

一、万(夸。一、，1】、一令。、一(，·专+‘·钙+脚J，+“J
一、耳(专一1·资一专产一+“少)
二一、/lv+。(入，1。冬+万)

                              二、‘
(2一1一3凌)

这就得到了嫡函数表达式。或进一步改写为

5“一 k声之j十 左In巾 (2一1一35)

此处，。称体系配分函数。对离域子体系，。一共。而在定域子
                                                                                ‘、 1

体系场合下，t。(元1，而2，⋯)的计算当依式(1一4一3)，结果5的表达

式不变，但中=qy。
    有了u和5，其他的状态函数，如尸、‘、H⋯等，便也不难一一

分别求证了。



荟2 配分函数的主要性质

    配分函数是关联体系宏观热力学性质的决定性因子，具有特

别重要的物理意义。下面，先着重指出它的一些主要性质，至于q

的详细求解，将在后续有关章节演证。

一、里子态占据几率

如式(2一1一30)所见

少(乙’一贪一譬
或言之，分子配分函数中的一个玻尔兹曼因子项沪·与配分函数之

比即等于粒子出现在该量子态(Q上的几率。进一步还可得出

.乡书(。.)
左动(。‘)

生
砚盛

堂
p户几不 (2一 2一 1)

即两量子态(‘，k)的玻尔兹曼因子之比就是粒子占据1，k两态的几

率之比。

    显然，上述结论亦可推用于能级占据几率。

    二、析因子性质

    一般的分子可能包含平动、转动、振动乃至分子中电子的以及

核自旋的等各种不同运动形态。若假定各运动形态之间互不干扰，

就可将整个分子的运动能量看作是各运动形态的能量之和。据此，

则式(2一1一25)中的各。，均可表示为

。，=(::+价+。，+‘+。.)， (2一2一2)



                  叭“(地.外，叭·(久。叭)， (2一2一3)

    以上，:‘，夕一 依次表示分子的平动、转动、振动、分子‘!，电子

的及核自旋的能量;叭、(妇··⋯即对应的简并度。将式(2一2一2)和

式(2一2一3)代入式铭一1一25)，不难解出

。二丫飞。e”:，
“ ..J J

    =万、。，二艺、e“，·习、。”!‘·万、。，。·艺、e“。·
      =q。.q，.q。.口。.q. (2一2一 1)

    不言而喻，q，、，，、宁。、，，、q。当分别表示分子的平动、转动、振动、

分子‘1，电子的以及孩自旋运动的配分函数。其定义有如

                q，二艺、。蹬”。 ’(2一2一5)

此处，下标。即指平动子能级量子数。余类推。

    现在，分子的全配分函数已被分解)JY各浊立运动形态配分函

数须之连乘，这也叫做配分函数的因式分解。同理，如以?之量子

态求和式子(见式(2一1一28))出发，圣仁析因子yl:质依然存在。只不

过与量子态尹.相对应的能量和要以下式示之

                  。，二 妙‘+ ‘十 r。+ ‘十。。). (2一 2一 6)

且各独立运动形态的配分函数项(如份:等)亦同时以量子态求和

的形式表示罢了。式(2一2一6川，，括号外下标‘乃表示式，1，齐个

别能量项均要指定到该运动能级的量子态。

  配分函数的这一析因子性质简化了求解名。尸aJ(或艺沪，)

的手续，即将原来复杂万端的分子全配分函数化解为一连串单一

运动形态的配分函数来处理，为q之实际计算提供了可行途径。

三、零点能标度

按，的定义式，其能级能值当处于犷1然标度之f朴。有时候，为

                                                                    。39。



了处理上方便，硬性指定粒子的基态能量为零，即令:。=0，由此则

          。==艺峨e气=e”。万、e，‘、一，
Ioe价。 (2一 2一 7)

并定义

、。一艺、e，‘。，一。， (2一 2一 8)

q。即指定基态能量为零的配分函数。就双原子分子而言，其基态一

般系指平动能级量子数n，=nZ=n3=1，转动夕=0，振动v=0且电

子的以及核自旋的运动均处在最低能级的那个态。余类推。

    四、体系的配分函数

    照定义说，体系的配分函数小当表示对整个体系的全部可及
量子态的玻尔兹曼因子求和，即

                  。二艺e，气 (2一2一9)

前面已经提到，对一个E、V、万给定的近独立子体系，巾与q的关

系是

令行(离域子体系)
一、 1

(2一 2一 10)

或

                中=了(定域子体系) (2一2一11)
这事实上也符合配分函数的析因子性质，其严格的论证将在下一

章述及。

    前面已确认体系的总能量E当等于按热力学定义的内能u，

故自式(2一1一35)，且据5=孟ing，立可得出

                              中二 袋洲 (2 一 2一 」2)

此式进一步给出了中与幻及之，’(或k’)之间的关系。



    五、a、刀因子的鉴定

    玻尔兹曼分布律可以有各种不同的推导方法，但不论采用什

么样的数学模式，a和刀这两个因子的引入都势在必行。它们直接

反映了两个守恒条件对粒子能量分布的限制，自必有其更加深远

的物理意义。譬如说，与刀因子相关联的守恒条件无疑是体系的总

能量不变，由于体系的内能之《令助乃为温度的函数，所以说，刀因

子很可能与体系的热平衡温度栩关。欲鉴别a和刀两因子的属性，

最简单的办法是通过与热力学关系式进行比较。据

                    d之j= 7’JS一 PJI/十 产‘dl (2一 2一 13)

则有

竺} 二上
次//:。一 了’

(2一 2一 1飞)

亦即在V、“不变的条件下，“随U的变化率等于十。另一方面，如

从式(2一‘一35，直接求导(筹)::、，却又得到
a夕\
二丁， 】 二 一 人方

优//;，，，
(2一 2一 15)

与前式对比，立见

刀一赤
所以说，刀因子和体系的热平衡温度T一脉相通。

13)，可得

，(2一 2一 16)

另自式(2一2一

洲\
.二不 1 今 厂
口‘、/5，厂

(2一 2一 17)

    这里，对当代表体系中~个粒子的化学位，如将式(2一1一

35)改成

          5  . 1

U一 丽十侧n中 (2一 2一 18)



则对离域子体系，因。一兴，故有

                _，__了泌、 _ 」，_q
            厂一又丽少.，。一万川了’

            一‘T，n资 一 ‘2一2一，”，

再与式(‘一，一24，，即一誉比较，显然
            一弄 ‘，一2一20，

    原来，a是一个与粒子化学位相关联的因子。务须指出，以上

关系(一份)又‘定域子体系也照样成立，但严格的证明可山巨正贝“
系综方法给出。

芬3 最可儿分布与平衡态

    严格而论，关于宏观体系的平衡态即对应于最可几分布的状

态只不过是一种粗糙笼统的表述。山于涨落的存在，任何平衡态无

不以一定的可几率偏离其最可儿分布。尽管实际的偏离程度微乎

其微，但为了确切理解两者之间的真正关系，却也是一个有必要继

续讨论的问题。

    一、偏离最可几分布的几率函数

    对一个给定E、V、丁的体系，其实现任意一套分布{。，}的数学

几，率当可确定为

夕x
9(E、1尹、刀)

(2一 3一 1)



仿照式(2一1一11)定义函数j，即

        ，=，nox+。艺。，+刀艺。，。 (2一 3一 2)

此函数同样存在极值，现于极点附近展开成泰勒级数，即

‘一’+军(兴);，‘一“，)
  十娜(蒜);，.;“。一咖、一动十*....”

                                                      (2一 3一 3)

    式中，J乃表示与最可儿分布相对应的j值(极值)，而凡和凡
则分别为能级e，的随机分布数与最可几分布数。

    以式(2一1一3)或式(2一1一5)的tx代入式(2一3一2)，均可

得出

(兴)一，·呜一’工、，:J十“一卜刀‘，

(兴);，一，·箭十“十“扩J一。

(2一 3一 1)

而在极点处，又必

(2一 3一 5)

继续对式(2一3一4)求导，分别有

                    }竺户 (2一 3一 6)

(2一 3一 7)

(2一 3一 8)1
一砖

 
 

一一

毗
粼
微

可见，二级微商之后，，又‘n，旬增加微商一次，奇亦递增一次
幂，山于各元，实际上亦是不小的数，式(2一3一3)应当收敛很决。

                                                                              ·刁3·



据此，尽可将该式截留前头三项而简化为

  二 1叨 (冲，一而，)2二J一 下一/J—
          乙.丁 ’‘，

(2一 3一 9)

如以t，代表最可儿分布下的微观状态数，那么，其对应的J

如注意到艺石，一

变成

了=In，，+a艺瘫，+刀艺万，。 (2一3一，0)

艺，J及名几。，一名。，。，，式(2一3一‘0)即可衍

              1又，(。，一。J)2rx= 勺expt一 下不尹 J—

                乙如丁j 玛
(2一 3一 1】)

两边各除9，得

~ 。 ‘ 1甲 (n，一梦，x= 沙’，cxp飞一 下二户，—
                            乙 勺尸 nJ
生竺}(2一3一12)

    这就是偏离最可几分布的几率函数，其中少x即体系微观态

呈现任意分布x(={n，})的可几率，而(。，一石J)则对应于能级‘的

随机分布数对最可几分布数的偏差。下面，试以二项式分布为例具

体说明此式的应用及其意义。

    二、二项式分布

    所谓二项式分布指的是一个复合随机事件包含两种可能发生

的不同情况，而每一种偶然事件的出现几率又各占夸。譬如，掷一
枚分币，其出现正面或背面的儿率均等，设想有人一次投掷万枚

分币，当。，一，二时，该分币呈现正面及反面的枚数必各占冬，这正、
                                                                                乙

背两面的誉便是最可几的分布状态。事实上，对一次有限枚数的投
「1‘J一 M砂2’凡~ ‘，、 J产.”子/J”‘“、‘协’。r夕‘一 ”J 讶‘r，’一冬、协朴 “J‘、



掷，尽管万是一个相当大的大数，但真正出现正面及背面的玫数

很难恰好等于粤，实际发生的情况必与最可几分布存在一定的偏’卜‘、卜’‘刁，J’J J Z’声”’， ~一 ”J”J“一 砂‘卜 J” ~ ’.”，一 产~”矛护”

差。现设某次投掷出现正面及背面的枚数各为。+和。一，两者与最

可儿分布的偏差是。+=琳一而;，。一二。一 足。参照式(2一3一

，:)，出现这样一套分布‘粤士。}的可几率当能给出为‘一 ’“，州‘~ ” 战/J”‘’2‘一’归J J产“丫一 ‘.目H“‘’子

。，，刃 . 、 。 ， t，(心一五+)2，(”一 元)2、、
梦火.言，立二a)= 沙泊exp气一 二犷气— 十.— )2

      乙                                                  乙 祝+ 孔一

  /)·刀、 ， 2尹、= ，’‘二犷少eXPL一 -t厂少
              乙 才y

(2一 3一 13)

因”·+一“，而一“一誓，故必(刀一“+)2一(一‘一)2一护。
    以上，即二项式分布偏离其最可几分布的几率函数。正囚为二

项式分布最“简单，这里还可以直接‘过它的。(夕，和‘·(合)算
出实现最可几分布的数学几率，即

_、，*、:右{誉)
之少‘}代:，】二二 一，，叶，丁丁子一

  又艺) 习(八)
(2一 3一 1钓

    就上述投掷分币这一复合事件来说、9(J)相当于将刀枚分

币排成一列，而每枚分币又可任意呈现其正面或背面的全部排列

组合方式数，故有

                                习二 2尸 (2一 3一 15)

，、 了卉、 ，，1。、，，，，，*，，_，。.气，‘。，、子， 。戊，L-，‘，.二
入JI召(牛犷1，尺冷LI匀 一J一j之戈七卫二四奥又汗四日U才 1丁j竹 白下一日，，J月卜夕IJ力

        、 乙 / 乙

式数，所以

{丝)，t丝)，
、2)’、2)’

(2一 3一 16)

只要借助比较精确的斯特林公式



入·!一昭尸荪于{丝)’
                    \ e l

(2一 3一 17)

式(2一3一16)就给出了

，，一摇2’ (2一 3一 18)

L汇1此立得

一，、!·{誉)厅之夕尸妙二.)二 户一一只一‘ 今 ，1一气下 L艺一 j一 IUJ
      乙 丫 V叮工Y

从而

_N.、 厅 ，州、，-
沙火下~土 a)= 、2竺不exp戈一 二7) 以 一 j一 乙U)

      ‘ V 兀Jv 才v

如假定刃二10，2，则据式(2一3一19)，有

、(警)二8火，“一”
这就说明了，作为二项式分布，尽管其最可儿分布相对于其他任意

分布的儿率确实达到最大，但比起全体分布的总儿率(艺少:二，)
。___ ， 。 ，_二 ，. 、卜。_ _ “ ， ，_，N 、，_._.人 。 _ _一 。、，、‘_。_
却又是一1·分渺少的。况且万越大，少(普)相对愈小。二项式分布如一r/、~ ’/J‘少Z HJ。夕“升 ”~ /、’一 、2 ，’刁’咨‘娜’J。一 2、‘、八 ”’卢r，

此，玻尔兹曼分布亦不例外。换句话说，对一个山‘、厂、左给定的体

系，其拉子按照玻尔兹曼式样分布的几率对全体分布的总儿率来

说也是极其渺小的。那么，这与前面反复强调的最可几分布完全可

以代表的平衡态分布存在不存在矛盾呢?要回答这个问题，还须再

从式(2一3一20)具有的正态分布特性说起。

    三、正态曲线

    正态分布亦称高斯(伽。。)分布，此乃误差函数的普遍性质。

误差函数的定义式是

    占生6·



‘夕(，，一六二，)(一誓， ‘卜3一2，，
、即门标事件随机值对其平均值的偏差，而G(，)则表示随机值对

其平均值偏离了夕的

可儿率，系数雀 是
                召2汀

G(夕)

归一化因一子。如以“

伪)一夕作图，即得图

2一3一1所示正态分

布曲线。

    如图，曲线以下

包11可的面积便是全部

可能偏爪的JL率总
图2一3一1误差函数正态分布

和，其积分谊当归一化为1，即

尸 ，、，、，_ l r心__， 犷、上_:
1 tJ戈9夕叼 一 一下二二 1 犷xp、一 下一声“犷一 且
J一 了2厅 J一怕 ‘

(2一 3一 22)

    如设想产生的偏差被局限在一夕  一十夕之问，则在此偏差的

范旧内，其儿率和当山下列积分算出:

f十”，、了、，_ I f斗，__二， 夕2、，__

J、一’一’、“’““一丁云一」一，U”，，、一万’“9
(2一 3一 23)

可将‘八，展开成级数。然后逐项求积累加。表2一3一1列出某些，
变化范围的积分值。



表2一3一I G(妇积分值

夕 G(夕) }; G(夕)

!.00 0.68269}3·00 0.99723

1.25 0。7886913·25 0.99882

!.50 0.8663刁13·50 0.99951

1.75 0.9198313·75 0.99979

2.00 0。95443}”一0。 0.99993

2.25 0.975501礴.25 0.99993

2，50 0.98751】”·50 0。99993

2.75 0.99 10!}

  值得注意，当，，卜”·0时，厂。(#)、便J-L4接近于，。这就
表明了对正态分布，其可能出现的随机值对平均值产生的偏差几

乎都落在夕=一4一十4之间。现将代表二项式分布的式(2一3一

2。)与误差函数对照比较，一眼看出，前者的军与后者的荟相当。一 刁犷、~ ~月、”切‘’”r“1八” 卜曰一 ”J，曰曰碑八’ 甘‘卜‘目”砂2’曰~。

__刃、 厅 、__，，_、_，_ ___，卜
而少(份)=。{去亦可作为归一因子看待。既然
，”‘一、2‘ 丫，一”JJ”‘子” ~J一只‘”’叮“’‘

                      翌 =丝
                                      人’ 2

如令夕=土4，则可得出

    ;护歹 .。 二
叮  片 一-下- 户  一 工   乙丫 ‘、

                乙
(2一 3一 2」)

    由此可见，对二项式分布，其出现正、反两面的随机分布数势

必几乎被局限在下列的变化区间，

(李一:、人不
  艺

J

2

，1 ._ 一
(— 一卜 2 、/ _、

、2 ’ 一

48



、，，__、，八’
夕，‘少’又，二.土 a)一，1
一 乙

也不妨说，这个二项式分布的微现态变化儿乎是辗转变迁于

偏差士2、厂不的范围

以内。推广到一般的
粒子体系，照样可以

模仿正态分布的特性

而 绘 出儿 率 函数

(少、)对各能级分布
数偏差‘，，，一刃，)的变

化趋向，但要画出这

样的图形实际上只能

示意地以少x对粒子

分布的组合式样{。，}

想像勾描。图2一3一

图2一3一2体系(E、1‘、N)的能级分布

            出现几率假想变化曲线

2可能就是它的大概形状。图‘1，，与曲线最高点相对应的少，就是

最可儿分布的出现儿率。同理，曲线以下所包围的面积也应等于该

体系全部可能实现的分布式洋之几率总和。正囚为沿着极点两侧

曲线跌落趋势十分陡峭，以致在离极点(最可儿点)左右不远的范

田1勺(譬如图上的a、乙两点)其对应的少x~{。J}线段下包围的面

积亦儿乎可以代替整条曲线所包田的面积。总而言之，只要将最可

J七分布以及偏离最可JL分布不远的那些分布统包起来，其几率和

便差不多可以代替一切可能分布的总儿率了。更具体些，设以{。J}。

和{、，}。分别代表对应于。、b两点的能级分布，在以下的变化范围

内

                  弋，，，}。·····一 {，，，}，···⋯⋯{，。，}。

                                                                          ·19·



将有

艺岁x~，

这就是 匕一节反复强调的平衡分布即最可几分布的真实含义。

圣4 分子配分函数的计算— 量子态求和

    式(2一2一4)已表明，可将求算整个分子的全配分函数(妇化

解为分别计算各单一运动形态的配分函数项而后连乘。为此，首先

需要设立分子中各运动形态的理论模式并由此确定扣应的能量变

化规则。再依据q的定义式对玻尔兹曼因子无穷系列进行加和。近

代，由于量子力学的兴起，微观粒子各种运动形态的能级变化关系

(量子化规则)多已明确，这对于采用量子态求和的数学步骤来计

算分子的配分函数是严谨的。但对于那些能级关系尚未十分清楚

而且量子化现象又不甚明显的运动形态，借助相空间积分仍不失

为计算q的有力手段。从历史的发展看，由相空间积分计算分子配

分函数还是经典力学的得意所在。这里，先讨论按量子态求和计算

q的处理方法，至于应用相空间积分的解题步骤将在第四章介绍。

    一、三维平动子的，

    设有一质量为斑的硬球分子，在体积为v的立方容器『!‘运

动，则据量子力学，此三维平动子的能级公式是

            。‘一了续几(n，+n;+n;) (2一J一1)
                              8111122/3“‘” ~ ·一。， 、.

式中，n，、nZ、n3均取大于零的不整数，分别代表平动子沿空间三个

方向运动的能级量子数。令

护一赢气于 2一 」一 2)



则q，的求和式为

        、‘一艺。恐，.。一艺。一，(·}+·;+，，:) (2一4一3)
n:，nZ，n飞

因nl、nZ、n3之取值互不相干，故可利用析因子性质进一步将夕:化

解为3个一维平动子的配分函数项之连乘，即

、，一艺e一，·:·乙e一’·;·艺e一’·;(2一4一“)
          nt nZ n、

    以上，n，等三个加和项实际上彼此一样，举一立可反三。平动

子能级的间隔很密，相邻两能级问的能量差」以=h，/81111‘功)仅约

10一’R一10一’gkT，故1:式求和尽可以积分代之。结果为

客吏J一丁;’·一 合招
一”’/’(罕)’‘2

(2一 4一 5)

从而有

    ，，了2二，，矛冷7’\3/，、‘一伙不一) (2一 4一 6)

    这就是三维平动子配分函数计算式，适用于服从玻尔兹曼统

1卜的理想气体或近似适用于低压下实际气体。

    以上结果，当然亦可从式(2一2一5)定义的能级求和得出，但

如此去做就需确定各能级的简;}‘态数残。。显然，平动能级的叭j

当决定于三个量子数，即n，、nZ、n、的组合方式。譬如，设使nZ(=n了

+n兰十1:钓二1，则叭二二!;而nZ二6，就存在三个组态(叭=3)，其量子

数的组合式样(，1，nZ;、、)依次是(112)、(121)和(211)。然而，当n增

至足够大时，实际上已无法凭借如此直觉的数字排列来查点对应

的峡。那么，有没有其他简便可行的计算方法?

                                                                            ·51·



    如图2一4一1，设以直角坐标系的三根轴分别表示n:、n，和

n3。坐标r朴的每一小立方块(。=1义1义1)可代表n:、nZ、n3取值的

一种组合方式。由于这三个量子数的许可值必为大于零的正整数，

故坐标中可能实

现的组态只限定

在第一象限。由

式(2一4一1)即

知，n’=8，，‘1/，/，。‘/

护，若假定从坐
标原点出发以n

为半径划一个

球，则球体积 1/

8所包容的小立

方块个数就等于

图2一4一1 平动子量子态及简并态

                数在坐标‘1，的表达

n，、nZ、n3在此半径(n)以内的全部可能组合方式数，也相当于能量

从0一。‘(n)区间的简并态总和。又因为以n为半径的球面是一个

等能面，球面上各处能值均等于。:。所以，若以此球面为界，想像在

第一象限划出一片厚度为dn的球壳，那么，只要将此球壳的体积

折算成小立方体个数，就得出该能量薄层即介一几+女。区间内的简

并态数。

    从式(2一4一1)不难推出

      (2，1‘)’/21’‘/3_，，，，
创，二一一，了一一乙‘’一“氏 (2一 4一 7)

而半径为n的球体积是

    4
二二二 -二尸汀11

      石
(2一 4一 8)



取其】/8少手对n求导，得定义在第一象限之能量薄层体积为

、{华)_李川飞，己，、
  气匕) 艺

(2一 4一 9)

。、然，。，(。)J。:一、{导)/:、3，_:‘、3一1，。2一。，，‘。一。/*2，而‘。如
                          \ 0 /

式(2一，一7)，于是有

        4、厂丁。庐21产力，
切(“)d尸‘=一一不下一一￡“““矛‘

一介(梁)3/’1‘￡，‘’“f。
        、 ， ‘，

(2一4一 10)

    此式给出了三维平动子。(。)六~凡变化关系，推导中已默然

将:，的变化一看成是连续的了。

    将式(?一2一5)以积分代替求和井借用式(2一」一10)代入，可

得

。，写口。(:)。凡‘、。‘

牙:会(梁)3/’1一，尹2‘，，，了J￡‘
2汀1召孟7，

  h2
(2一 1一 11)

与式(2一」一5)殊途同归。

    二、刚性哑铃转子的价

    对直线型分子的转动，一般都近似作为刚性哑铃转子处理，其

能级公式为

。，，，一，(，一。1)击 (2一 4一 12)

呜“ZJ+ 1



此处，夕即转动量子数;1为转动惯量，对双原子分子，1二11]叙”为

约化质量，，。是平衡核间矩)。令蛛=h，/8二，u，则

  。r一万(、.，。，，，，，

一艺(2，+!)。一‘，+，，、‘r (2一」一13)

就实际的线型分子言，山于受到波函数对称性的限制，夕之取位存

在三种不同规则。简单说来，若分子是非对称的(如，记1、}传N等)，
夕之许可值为:7=0，1，2，3，，一 ;对称的(如HZ，D，等)，则夕有或

奇或偶的两种不同取值方式，即夕二1，3，5，⋯⋯或，二0，2，礴，
⋯⋯。譬如，H:分子因核自旋取向不同而有正氢(o一H:)和仲氢仰

一HZ)之分。正氢中，两氢核的自旋是平行的，其转动量子数必取

奇数值;而仲氢的两氢核是反平行的，对应的7必取偶数位。

    转动能级的问隔并非很密，一般」心之10一’一!0一2‘T。但只要
体系的温度不是太低，上式求和仍可近似以积分代之。积分时须顾

及分子的对称性。一种简单的办法是引入对称因子。以明其道，即

。一告菩(2，+，，一‘J/”“·‘r
一生广(2，+1)。一‘，+‘’”·/rd，

    U JO
(2一4一 11)

    当分子是对称的，取。=2;非对称的，a=1。对。值的这样安

排，无非暗中假定了凡对钓:的线型分子，不论，之取值为奇为偶，

其上式之积分值皆等于1}:对称分子勺二0，1，2.二)积分的一半。式

(2一滩一14)给出 尹

8汀21孟T

  0护
(2一 4一 15)

 
 

--

T

一妇

。

一
a

 
 

一- 
 
价

  诚然，这个q，表达式严格地说是近似的，式中咏只有温度量
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纲，一般称转动特征儡度。聋琴依反映了转动能级的问隔密度，由此

不难窥测式(2一，一日)之适用范旧。一言以蔽之，若队值甚大或
者是体系处在很低的温度下，采用上式来计算线型分子的夕，就难

免失真。严格的q，求解应对式(2一1一13)逐项求和。但在实际处

理‘1‘，通常是利J月麦克劳林(形，;、·1“u，‘往)级数导出较精确的计算式，

表示如下:

      T「。，1/队\，1/伙\2
分，今 丁汀 }!寸.下 一}.石下1卜针 下声{二二 j 一卞 ’.” .’

      铸 L 。\笠/ 1。\lj

(2一 4一 16)

若仅截留前三项，则当导、;，此式误差并不超过1佑。
                                                        1

    三、谐振子的叽

    对一般的双原子分子，作为简化处理，其分子的振动都假定服

从虎克定律，通过求解薛定谬方程，即得谐振子能级规则如式(1一

3一9)所示。

            ‘一 (、厂十令)*，

  1皆振子白勺基态能量是一夸*。，惯。;(振功)零点能。振动能级是非

简并的，每个能级仅含一个量子态，且。邻能级间的:仕。(一合h。
兰5孟T，〕专量子化现象不可忽视。q。的求和如下

        、。一习。，。。一艺。一、v+奋)‘，，*，

。一‘·‘2‘，艺。一‘，/。

    尸一‘，’/，打

“了二于研万二

户一匀2

[一〔一之
(2一 1一17)

:二加/月’。若指定振动基态的能量为零(‘。。=0)，上式变成
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q。0= (2一 4一 18)

  通常定义。护一等，并称之为振动特征温度。它{本现了谐振子
受热激发的难易程度。对一般双原子分子，0。多在10，K以上，故

在寻常条件下，式(2一4一17川，的e一‘甚小，q。兰!。表明常温下分

子处于振动基态的几率(、(。。，。)==李)也几乎接近于1，不易受激  _外-
发。温度升高，:变小，可将。一‘展开成级数

e一 1一:十共尹一共护+⋯⋯
                          乙! J!

代入式(2一4一18)，便得到一个适用于高温的近似计算式。

q。。。兰卜一一下气宁一「下一一，，
        仕 一育士扩十 下‘砂，，，二‘)
                    乙 ! J

  一十(叶奋十合2一击X4⋯⋯)
(2一 4一 19)

在足够的地高温下，，《1，则还原为经典的q。表达式。

  _ 1 kT
9。二三 ，了 今 下了

              不 “V
(2一 4一 20)

    表2一4一1列出一些双原子分子的氏和队，并同时给出分子

的平衡核间距(，。)及其离解能D。。

    四、多原子分子的q。和q.

    多原子分子的振动和转动模式都比较复杂，若分子中含有几

个原子，则在三维空间中总共存在311个热运动自山度。任何气态
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分子均具有3个平动自山度，而转动自山度则视分子的儿何形状

决定。直线型分子(如Co，)的转动自山度是2，非线性分子(如

H，0)有3。扣除平动和转动，剩余的(3，。一5)或(3。一6)全属振动自

山度。

表2一刁一!某些双原子分子的振动、转动特征温度

分 子 0。/K 伙/K ，。X10’“/，，。 肠/。V

}12

N2

02

CO

NO

HCI

!百Br

1侣1

C12

BrZ

  I2

6210

3340

2230

3070

2690

4140

3700

3200

810

470

310

85。4

2，86

2.67

2。77

2.42

15.2

12.1

  9。0

0。346

0.1 16

0。054

0.740

1。095

1.204

1.128

1.150

1.275

1.414

1.604

1。989

2.284

2.667

4.454

9.76

5.08

9.14

5.29

4.43

3。60

2.75

2，48

1.97

1。54

    (1)简正振动的谐振子模拟  在多原子分子振动中，并不存在

个别原子的独立振动，而是整个分子内的任一原子都不约而同地

发生偏离其平衡位置的位移。尽管相应的振动运动方程十分复杂，

但通过适当的数学处理，却可以把整个分子任一瞬间的振动状态

分解为山(3。一5)或(3。一6)个虚钩的独立振动模式之叠加。例如，

CO:和H名0各有4或3个运动fJ 111度，其分子的整体振动即可解

析为如图2一4一2表示的1和3种独立的振动模式，通常称它不

简正振动。



~0 0 公~
            ，]= 133700

0今一0 0知

  志

户 叹

阅勺

O’ q
纯 今 234900

，1. 365200 均 = 375600

 
 

J

Q
幸

 
 
b

吸 二 巧 v3二 159200

                (a) (b)

    图2一4一2 coZ(a)与11:0(b)的简正振动模式及其荃频波数不/棍

    就每一个指定的简正振动模式言，分子内的全部原子都以相

同的频率和相位往复偏离其平衡位置，但各原子的振幅却可能因

几何位置的关系而彼此不同。为描述简正振动而建立的坐标即称

简正坐标。在统计力学处理‘1，，分子的简正振动常被模拟为1皆振子

振动。也就是说，分子中的任一简正振动的配分函数均可参照式

(2一4一17)而表示为

q。.=

  e一气八

j一 e一xl (2一 4一 21)

            (。一 1，2，⋯⋯(3。一5)或(3n一6))

:‘二加./仔，从即第;简正振动的基本频率。应注意同一分子中各简
正振动的从互不相同，故振动零点能的选择只能是以指定其中某

一基频能量。。二(音如.)为零作参考态，但实际上无须多此一举。
乙

    (2)非线型分子的夕，多原子分子的转动惯量一般较大，其能

量的量子化现象并不明显。采用经典转动能函数并通过相空间积

分求算q，反倒简捷，这将在第四章芍4详加讨论。然而，倘如能够
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给出多原子分子的能级公式，也明样可山量子态求和得到相应的

q，表达式。式(2一4一!4)已给出线型分子的转动配分函数，但对于
非线型分子，其能级公式一般不易推导。这里，仅以对称陀螺分子

为例，略述按量子态求和处理步骤。

    像NH:、CHC13这一类对称陀螺状分子，其能级公式可表示为

。，(j，‘)二夕(，+1卜忐月犷+r炭1(舍一于)
                                  0了1 口x OJ耳 1乙 12

                                                        (2一 4一 22)

                      叭(夕，‘)二2夕+ 1

                        夕=0，!，2，⋯⋯

                  K=0，士 !，士2，··，⋯士J

式中，1‘及1;分别代表分子沿r袖和之轴转动的转动惯量组元(对

此类分子，1:=1，)，而，、K即陀螺转动的量子数。令
                                    人2

                  T=百平不丽二

T，=典共(土一与
      匕汀二kZ’1: 1:’

并以武二3)表示分子对称数，则有

。，一艺乙、(，，‘)e、‘J，‘)
J=0人尧一J

            ‘x， J

一子菩燕(2，+”“一’‘’+‘’‘’一KZtr (2一 4一23)

这里，可以交换，和x的加和顺序而将上式衍变式

      ， 又 叫、 ， 又，

叮一二‘汕。一人一’匕曰(2，斗一1)e一，‘，+，，‘
        U K落O J今K

(2一1一21)

进‘一步以积分代替加和，最终即得



q，一兰户。一 厂’(Zj+:)。一‘，+1，·
        口 JO JA
.djJK

习厂万 8汀，(2汀孟T)，/，LI:’/2

1斤6千于万下八一 口h，
(2一4一25)

与相空间积分比较，此式可算是式(1一4一26)的一种特例。

表2一1一2 双原子分子和多原子分子
的能级公式及能级间距比较

运动形态 经典的 煲子的 简并度 能级间隔约值

平动(硬球

  模型) 。一枷沪 。‘一点 (n，十。;+n:)
      乃价卜一夕-

  nl，nZ，n3二1，2⋯⋯

.(‘)公=

4了万，，，‘，FJ‘兰10’.
    、10，.打      山3

.刃:1/2山。

(nZ足够大时)

转动(刚性
哑铃转子)

‘一专1“
  1，产，。2

。，一J(，+飞)共
                    0丫 1

]二0，1，2⋯⋯
畴，2夕+!

J‘主10.

    ~10一2走T

振动(简
谐振子)

!。二专、2+士‘·’
，一去拜

，。一(v十冬)、，·
                ‘

  V=0，1，2“一

妈“1 J氏兰5含T

多原子分
子转动(刚
性转子)

?，二令:·、2
  十宁1，、
  +会·、:

  对称陀螺分子:

。r(，，;)一，(，+，)共
                      6万‘1，

十。(李一李)其
          二‘ t召 6万-

    )二0，1，2·一
K二土1，士2，··⋯士)

妈()，惫)二Zj+

1
j‘兰10一2正T
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    五、分子中电子运动的qa

    分子中的电子运动大多处于荃态，且基态与激发态之间的能

量差一般很大。因此，描述分子，}，电子状态和的配分函数通常仅包

含有限的前头几个项。可将9。写成

9，二。。十功:e产J‘、+仍Ze」‘2十⋯⋯ (2一4一26)

    此处，指定电子的基态能量。。二0，而业:二。2一。，，即荃态与第

一激发态的能量差，余类推。大体_匕若前后两个能级能值相差业

>5柑，该后一能级玻尔兹曼因子在配分函数中的贡献便可忽略。

求解式(2一4一25)的关键在于如何给出电子能级的简并度(叭)以

及墓态与各激发态的能量差。此问题牵涉到量子化学和分子光谱，

不拟在此详述。下面仅举几个典型实例(包括单原子分子)以示一

斑)。

    (1)H 氢原子的基态及其第一激发态的谱项、简并度及」几

分别为

基态

激发态

251/2，

ZPI/2，

。0二2

。:二2  J万，=981幻·，加1一’(10.2ov)

其女:很大，即使在极高温度下，讨气也几近于零。所以，作为单原
子气体的H，有

                            q。(H)二 2

    (2)cl 氯原子谱项如下

    基态 ’尸3/2，。。二4

    激发态 Zp。/:，。t=2，J石、=10.4峋·，‘1一，(0.108ov)

设T二卫50兀，则血;/仔兰5，于是，q，(C1)当表示为

                    9.(Cl)二4+Ze，“。‘

    (3)0 氧原子的谱项是

                                                                      ·61·



荃态 “PZ， 。。=5

激发态 3pJ，。，=3，」万，=1 .881脚·，。01一，

            3Po，

由此不难确定

。2=1， J不2二2.707左J·叨01一’

(1)02

基态

激发态

      夕。(0)=5+3e剧‘:+e尸」，2

氧分子的谱项为

呱，。。二3

，匀， 。，=2， J矛J二9.5均Inol一’(0.098ev)。

其业L不大，所以

      (5)NO

    基态

    激发态

由此而有

        乳(02)=3+Ze夕J。，

一氧化氮分子谱项为

Zlf， 。。二2

21f，。，=Z J万，=1 .1 47殉，nol一’

                    ，(No)二2+Ze剧，:

    应指出，绝大多数分子的外都仅存一个常数项(吻)，据此则分

子中的电子运动对体系内能及嫡的贡献当分别给出为从=

仙nqiv/朗)二0(若不指定。。二0，则u.二入活。);凡=一k那j。+kln斌，两

者都是固定值。只要过程不涉及电子从基态被激发，不论是认或

凡都守恒不变。也就是说，此种场合下，电子的运动状态不影响体

系体系热力学过程的」U或」习。

    六、核自旋的外

    原子核亦应存在一系列的能级状态，但核的能级间距比起电

子能级间的差值不知还要大多少倍?除非发生核反应，核的能量永
远处于基态。若指定核的基态能量为零，则核配分函数就只剩一个

常数项，即

    ·62·



                              q。“ 叭 (2一 4一 27)

(。、即基态能级简并度，其值山核自旋量子数决定。简言之，片阵自

旋的量子数为‘:，则、二(2‘:+1)，对应于沿着磁场呈现(21.+1)个

不同取向。表2一4一3列出某些原子孩自旋的:。。各种元素的同位

素都有确定的:。值。一个有趣的规则是，凡质量数为4整数倍的原

子核，其自旋量子数必等于零。

表2一」一3 某些原子及基本粒r的核自旋量子数

原子 in 原子 i。

HI

D2

He、

He‘

Li6

Lig

C注2

Ot6

0几7

1/2

  l

1/2

  O

  1

3/2

  0

  0

1/2

Cl、弓

Cl、7

All3

Nt’

N‘

1127

‘}，子

电子

3/2

5/2

5/2

  1

!/2

5/2

1/2

1/2

    对分子来说，若分子中含。个原子，并以‘。，k表示第K个原一子
的核自旋量子数，那么，这个分子的核rl舫简并度使又彬;仃东火;叹

子的(2‘、十!)之连乘，即

、二开(21.，，十1) (父一 健一j，二)



    例如，N’‘0’6‘}‘，N”和。“的‘，各为1和0，于是该分子的叭=
(Zxl+1)(2义0+1)二3。从而

                        q.(NO)= 叭 二 3

    同理，分子，!，原子核自旋对体系内能和嫡的贡献也分别都是

恒值，在通常的物理化学变化『!，，自然不影响体系内能变化和嫡

变。

谷5绝对墒

    一、里热墒

    热力学第二定律规定了嫡的绝对值，按普朗克(Plullk)表述

(1911年):“在绝对零度下，任何纯物质完美晶体的墒皆等于零”，

即

                        linls。=0 (2一5一1)
                                                          了~ OK

    据此，可通过量热的实验方法测定各种物质的绝对嫡值。例

如，对1摩尔纯组份气体，在标准压力和T厂下，其绝对嫡可从下

列公式计算

        广T ~ ~ 广7 ~ ~ 广犷_

、习。’争dT十乎+J，;争。，+爹+J、争dT(2一5一2，

式中，T，、兀分别为该物质的熔点和沸点，乏和之是其熔化热和
汽化热。子，为摩尔恒压热容。下标，、1、夕指固、液、气聚集状态。若

指定T=298It’，则对应的碑便是习惯上定义的标准嫡。诚然，若该

物质在指定的温度、压力下仅是固体或液体，那么，式(2一5一2)就
消去相应无关的计算项。

    应用量热法测定物质的热容，一般只能进行到loIt’左右，在
    ·61·



更低温度下，固体的矛，.。大多采用德工!‘(1)。·。夕。)公式，即矛。二。7”(见

式(7一]一2通))。图2一5一!描绘了氯化氢热容曲线，在98.36兀

下，固态Hcl有一个相变。各相变过程潜热如下所列。

        相变过程        平衡温度(K) 相变热Kj·n、01一’

Q
︺

O
LJ

1
 

O
J

固态Hcl相变

  5~1相变

  1一，夕相变

(标准压力下)

98.36

j58.91

188。07 !6.15

砂 峭月

‘尸洲~

 
 
/

“

叨

32

比

、·狱
·
﹁1飞
:

、\心

40 80 120 160 200

T/兀

                    图2一5一1 110热容曲线

    表2一5一1给出按式(2一5一2川，算的全部结果。亨一}萝’}，，气

态卜。c!于，88·07一298·2‘范围1’、的厄压热容取矛产一乡，‘吸“’‘定为
理想气体)，并对188 07兀下实际的Hcl气体作了琳理思性修正:

修正式依



27介2，岔
32八尸

八、式分别为Hcl的临界温度和临界压力，T即欲修正的气体温

度。

表2一5一1 HCI量热嫡计算

状态变化

0~ 16K

16~98.36K

98.36K

98.36一，158.91K

158.glK

158.91一，188.07

188.07K

188.07K

188。07~ 298.ZK

过程嫡变/尸A’，.。。1一:

1.26(由德拜热容if算)

29.54(图2一5一1求积)

12.09(固体相转变)

2].]3(图呼，求积)

12.53(熔化嫡)

9，87(图中求积)

85.87(气化嫡)

0.55(非理想性修正)

13.39(按理想气体热容计算)

以上总和，得契。。;(Hcl)=1 56。23)·兀一’。01一’。

    二、统计墒

    按配分函数析因子性质.体系的状态性质当可归结为各单一

运动形态对该状态性质的贡献之和。例如，自式(2一1一32)有

U一人·(架)。
在离域子体系场合下，q=q，·q，·q。⋯⋯，所以



    、「了次n口r、 。1仍n宁八 ;了mn宁八 。 〕
臼 二二二 ‘、 {{ 一竺犷‘丁- } 曰宁句 {-气丁炭一 { ~r {-二犷丈一 { 门 川 ..⋯ ’ 1

        L、J卢 产。 \J万 2。 \ J卢 产r 」

二 U‘十U，一十U。十 ⋯⋯ (2一 5一 3)

式「}，

:/，一、(梁)‘一入、‘，，2(鲁)。‘2一5一”，
即气体中全体分子的平动能总和，余类推。同理，对体系的嫡，有

5=一 k班r十们n中

  = 5‘+ 占，+ 5。+ ⋯⋯ (2一 5一 5)

‘，__ ，。，:.，卜.t?之\
。‘一 一 hl)t)恨勺~九川 1戈不下 1

                            、一、!/
(2一 5一 6)

‘.二一k班/.十翔la.v (2一 5一 7)

    此处，5‘即称气体平动嫡，它是分子的平动运动对体系嫡的贡

献部分，而万.则表示除改:以外的与分子内运动相关联的嫡贡献部

分，诸如转动嫡(从)、振动嫡〔5。)等等。式(2一5一7)对离域子体系

或定域子体系皆可成立。因为，分子的内运动与分子的空问位置无

关，故在中的表达式，1，，对离域子体系1!定域效应所作的修正，其

修正因子了!当归属于体系的平动配分函数项。以下，分别给出各

单一运动形态的嫡计算式。

    (!)平动嫡  作为近独立子体系(或更具体些，理想气体)，据

式(2一、一6)，有。‘一，/(、罕望!’尹’，故可‘导‘，:



一“，‘，，2(鲁);一普入·“， (2一 5一 8)

若以1摩尔计，则矛‘二3/2胜。代入式(2一5一6)并注意到1/兰川丫

P，得

        介 *夕
书 Ut .，1__ ，‘u
0止 二= (了 ‘寸，九IJI，下尸es，

        了’ _、0!

一普:+。1·(鹦)’‘’+。，·景+“
一各，+各。1·:+号;!·、+“，·「(券)3‘’·‘弓/2〕一“，·p

(2一5一9)

此称沙克尔一特鲁德(sack。一为tllo而)平动嫡公式。其中，M二了诩，

即气体的分子量。如以标准压力尸(=101.33义10认‘，n一，)作尸的
基本单位，则上式可简化成

， _.，3二 _. 5._ .，、 ， .。J、
百，= 打又，二~In胜 户卜 吮二Inl’一 1111碑一 J。1 01)

              Z 艺

                                                (2一 5一 10)

(2)转动摘  对线性分子(刚性哑铃转子)，按式(2一4一11)，

qr一(罕)一念’””“能
，，_、，r期2/勿n夕八_、，:， ，。_:_::、
妇， 二二二 公、几立 1 ..二二..lee ‘、几1 火石 — 口 — 11少

              、 ，I1 /

故对，二RT，从而转动嫡

    :r一号一“‘，·q凡



          /7，、

一“十“，”}可)一“，”叮 (2一5一 12

双原子分子的转动惯量一般~!0一’7峋矿，上式可继续简化为

    又，二介「InZ’十In(1义10”)一1:飞a一18，8 13〕

                                                    (2一 5一 13)

对非线型分子，，，丧示如下(见式(1一4一26))，

、瓜砂(8尸‘，，)“，，(1、1*1。)，/2

山此即得

，二李、:
          7

二 二「3 _._. 1，__ _二_ 飞
百，“ “{二In了’十 二 (1，101:又 IU”’)一 11飞。一 5 1 .8251

          L ‘ 乙 J

(2一 5一 11)

式，!，，1_，、1。、1。各为以峋耐表示的刚体转动组元(参看第四章

圣J)。

  ‘3，haIJ‘椰谐振子模劫一1互与两一岸 ，故振动
能

“一八·‘，一(鲁)
        八’孟了，2‘，一蕊 八’左2，之

          二之二 一 :二二 一

          1一 亡一了 ex一 】
(2一 5一 15)
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或一、示为公。一恶。又振动墒

        矛。一击 一、In(1一)(卜卜16)
    上式抢导，!，，{行定了振动的荃态能量为零。读者可以发现，零

点能的不同选择虽可改变“能”的表观值，但对嫡函数却不存在影

响。就多数双原子分子言，其0。一般多一{l:千度以上，故分子振动对

体系墒的贡献实际上很小。又当少~。左，扩~。，于是式(2一5一
16)给出考。，，一。人一，0。体系的振动嫡趋近于零意味着在0兀下，全部

分子的振动都将落到些态能级，从而与振动运动相关的微观状态

也只‘有】卜了。

    倘将多原子分子中各简正振动都当作谐振子处理，同样可利

用上述q，表达式给出多原子分子的振动能和振动嫡如下:

二 二、r_、刃、了:: r.\
乙。=“，‘Jl二;~十二二丁1

          。，里、乙 扩， /

、
‘
‘
l
es
es
.

口
j

 
 

、

少

    犷方

二不二丁一”，、’一“
(2一5一17)

此处，:.“h，，.八了’;5二(3、一5)或(3，:一6)，即分子的振功自f全J度。
    综上，在不考虑分子‘!‘的电子运动及核自旋前提下，体系的总

嫡就等于平动嫡、转动嫡及振动墒三项之和，有

召“今 5‘十 尽 十 凡 (2一 5一 JS)

一般称此为统计墒，宝!，算「}，因其必要的分子参数如1、，，等都来自

光潜测定，故统计嫡有时亦叫做光谱滴，而山式(2一5一2)定义的

并通过量热法测定的墒就是所谓的量热嫡。



    三、统计墒与最热墒的比较

    _1二文分别叙明了如何求劝物质嫡仔〔的两种不同方法。那么，按

照统计力学算出的统111摘‘孙!!垦热法测定的星热嫡是否完全一

致?这是一个很位得词论的问题。

    首先，从式(2一5一18)所规定的内容舀，山于分子的平动、转

动和振动批属于热运动形态，也就是说，体系的温度变化立可导致
这些运动形态的能级变迁。“热嫡”(统包平动墒、转动墒、和振动

嫡)一词即111此而来。另一方面、}!1式(2一5一2)夫{1助勺星形‘嫡自然

足体系的一个宏观量。况J一t，‘了生仁扣又的实验手段亦f义涉及物质的

热容或相变热测定。而热齐及相变热亦恰是山分子热运动决定的

统计平均值。照此说来，只要分子，1，的电子运动对体系热容无所贡

献，那么山量热法测定的量热嫡就必然对应一J飞按统计力学11·算的

万;、片，及，，:三一扦之和。即以”CI为例，己知分子的1二2.78义10一”

It’。·，，‘2汤二288590，，，一‘，几了=36，5，则111式(2一5一9)、(2一卜 12)

及(2一5一16)分别可得j护二153。61)·兀一’·，，‘01一’、公夕二33.18)·

兀一‘·，，，01一’、又分=0，三项合计有云几二186。23)·K一’·，，‘。1一‘。而山

表2一5一1给出的量热墒为砚二186.23)·左一’·川川一’。两各十

分一致。表2一5一2对比了若干之训4‘的量热墒和统计嫡，其‘}，有吻

合相当好的，但也有一些物质，如H，、co、1{，0等，其溉，与又乳之不

符程度已超出实验误差范围，两吝之差即称残余嫡。

    回顾式(2一5一1)，那是以“0兀下纯物质完关品体的嫡为零”

钧‘_芝仕的。然而，在实际的降温过程，}，能否保证任何物质被冷却到

无限接近于0厂时，上仁诗}.体的点阵}{卜列即呈完美状态?倘如体系内

部山于某钟缘故而出现无规则的空问排一布或一昔是物质的分子在

0Ix’一[:未能全体一致地都落到最低的能级状态，那么，所谓的残余



表2一5一2 若干气体(理想状态)的统计嫡与量热墒比较

                (标准压力下，298.2兀)

气体
统计墒

总二/J·K 11101

量热嫡

  9几.

残余嫡

亏盆a一弓儿。

154。7

130.6

154.6

124.2

144.9

191.5

141.8

192.2

205

223.0

213.7

186.8

呛06.7

197。9

210。6

219.9

205.4 一

213.0 一

213.8 一

186.2 一

207.1 一

193.4 4.5

208.0 2。6

215.2 J.7

185.6

234.2

185.4 一

234.0 一
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嫡也就应运而生了。举个例说，作为CO的完关晶体，Co分子的点

阵排列当如图2一5一2所绘，但实际的俏况却山于分子的(热)转

动而出现无规则的取向分布。温度下降，分子转动困难，甚至很可

能在某温度下被冻结僵化，一直到扑‘0兀始终未能达成完美的晶

体状态。既然品体井不完美，其内部就还存在着一定的“混乱度”，

此即为残余墒的来历。在量热嫡测定，}，，这部分残余嫡是无法悉数

掏尽的。但可以根据品体中co的}ll’列取向(或称构型)来估算残

余嫡的值。设分子总数1摩尔，每个CO有氧端向前或朝后两种随

机取向，其可能实现的构型方式数即为

幻‘二2火

      图2一5一2 非对称双原了分子刀宝(~)在晶沐‘!，取向示意

                  。)有序取向，的无规分布

自玻尔兹曼嫡公式，立得



                  宕头=人1，、9。=孟1。2”。

                        今5.77夕·K一’·，肋1一，

这恰甚接近丧2一5一2中CO残余嫡的给值。以此论彼，凡晶体中

分子的点阵排列可能出现非对称的构型配置，其残余墒的存在大

致都属于这种情形。

    然而，对H，或DZ，其量热墒与统计墒之出入却另有原委。前

节己经提到，H，分子因核自旋取向而有正氢(。一HZ)与仲氢帅一

H，)之分，其最低的转动量子数依次为夕=1(嘛。=3)和夕二0(、，二

1)。普通氢，!，约含1门的。一HZ和3门的尹一HZ，似乎是个混合物。

而混合墒又是不可能山量热法测定的。如果说，氢的考乳与匆岛有矛

盾乃源自正、仲两氢的混合所致，则其差数可山下式算得(见式5
一 1一33)

、 、「1. 1 3. 3飞
山墩 今 一 打1万一In芍we十 ~厂In.丁.{= 4. b乙7‘A ’.从01一‘

                    L 了口 了巧 了1 ‘IJ

    与表2一5一2氢的残余嫡对照，仍不一致。实际的情形是在统

计墒计算中，乃以“OK时全体粒子都处于基态”为前提。故在H，分

子场合下，自必要求所有的H才都转化为仲氢勺=0)。然而，在通常

实验条件下，氢‘!，的。一H:和户一H，井不因体系温度的改变而及

时发生如下的可逆转化

                      0一于12笃夕一H， (2一5一 19)

或者说，。一HZ厅一H，平衡1匕一直被冻结在高温状态的1/3。而山

量热法测定的氢热容，其亡一T曲线(约低至】0左左右)所代表的

也正是。一H，/户一H，=1/3的体系。IOIt-以下，乙~T的实验线段只

能依靠外推。山此看来，从量热法测定的氢的考岛并不符合硫计算
时所作的艘定。如其果然，便不难按照OK时。一HZ和尹一H:的转

动量子态分布式样来估算氢的残余嫡。设氢‘}‘含(3/01)，加1的。一
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H2勺=1)和(1/」)，，‘01的夕一112勺二〔))，已知咚卜。二3，畴，，=1，则

            “。=(。，斗，。)3夕·/’·(畴.，)?·/’=3，。/‘
即

              3.
二 人111二J。= 丫万川n乙二二匕·匕协夕.入 ‘尹户201一’

                            了1

此与表2一5一2所给不悖。同理，对D，或共他的同核双原子分子，

残余嫡的出现大概亦不外乎此。

    最后，关于绝对嫡概念似有必要再交代几句。若以习。表示某

纯物质在0I’-时的微观状态数，则据玻尔兹嫡公式

                              50‘今 孟It、感Jo

照式咫一5一1)说，岂不默认0形下任何纯物质完美晶体的微观状

态数9。皆必为1?但这样的推论显然是午11对的。即如前面计算的

统计墒，已经忽略掉分子中的电子运动及孩自旋，0I’’时，体系‘}，全

部分子的振动都处于基态(:二0)，.玫相应的日。二1。倘如还要号虑

分子‘}，的电子及核运动对体系总嫡的贡献，那么，其9。就不能简

单地看作是 1了。更何况物质的层次是无穷尽的，原子核还可以继

续分裂，越了L深处想，。就越复杂。总而言之，按式(2一5一1)定义
的绝对墒说到底一点也不绝对，’有少、建议，倒不如把它称之为规之

嫡这可能更名符其实些。



习 题

    (1)有大气球3个、中气球 1个、小气球5个排成一列，大球有

4种颜色、，}，球有3种颜色、小球有2种颜色可任意选择，问总共

可能出现多少种不同的排列式样?

    (2)球的数口、颜色选择同前题，今将气球放空，问腾空飘舞的

气球可能有多少种不同的配置式样?

    (3)有大小一样的球30个，编号的红色盒子相个，白色盒子

60个。将球分为，1、”两组，A组10个，放置红盒，B组20个，放置

白盒。若每盒只容一球，问总共有多少种不同的装置方式?

    (1)球、盒的数目以及分组方式同前，如每盒可容纳的球数不

限，则可能有多少种不同的装置方式?

  (5);。;数一杀+杀一同时满足附力。条件·十;一、之、
值。

    (6)用加9、匆。待定系数法推导场u二湘朋分布律时，总包含一

个与能量守恒有关的因子声，经确定声一森。已知不论在正、负温    子’‘“~ ，’一”/、’‘J卜一’J‘’一‘’了”2‘J一 kT“~ 产’”‘’以“一 、夕、~

区，物质的热容恒为正值 ，试从以下表达式出发，证明k必为正的

常数。

  · 又介，.讥11中\ 气一

洲)二一艺产

    (7)山二粒子组成一个体系，粒子有二个可能能级，其能级能

值分别为::二:。。和:2二2尸。，每个能级仅有一个量子态，试确定下列
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情况下体系的配分函数(中一艺。.尹)人达式。
        。)粒子是定域的;

        b)粒子遵从M“:。、11一场1‘:，，，a，，，，分布;

        c)粒子遵从方。，e一百‘，之。t‘，‘，，分布，

        d)粒子遵从肠‘，，“一刀‘:u(·分布。

    (8)NO分子的电子配分函数可简单表示为:

                            q。“ 2斗一2‘，一叭.肠丁

    式「}，」助二0.356It’(川·椒“一’，是丛态电子和第一激发态的能

量之差。又NO分子的核问距及振动波数分别为::。二1.15」A，不二

1901〔·1、一1。
        (。)试导出室温以下气态No的摩尔热容。

        。)在7，=20~300兀范围内，_1二述No的c。~2’曲线了{1}

现一极值。试证明极位的存在;t确定极点的温度。

    (9)有一基本频率为，，且处在足够高温的L’lo5如。晶体，以又

表示晶体中一个振动自由度的平均能量，求

        ‘，)与矛。对应的派动量子态(\，);

        b)一个振动自山度的振动能恰等一J‘牙。的可儿率。

    (10)考虑一个双原子分子体系，在二维相空问运动。

        。)试导出这个体系的粒厂r配分函数和体系的配分函数。

        b)试求这个体系的内能及热容表达式。

    (I的设有一异核双原子分子(AB)气体，试确定

        。)分子能量处于振动能级v二0及转动能级夕二1，2，311、t

的儿率;

        b)分子能量处在v=0，1及夕二0一，。状态下的几率。

  (!2)一弓箭手。·，中靶白勺几，，是牛，让他;、射三次，问:。现下歹。
情形的几率各为若干?



a)只身、1，1，一次;

b川，靶两次以上;

。)三次全不中。

若，}，靶的JL率为合，连射:·次，。·是个足够大的大数。
  己)刚、射!}，夸次的几率多少?

。)预测‘!，靶次数最可能的偏差范围。



第三章    系综统计法

    系综(蜘、，劝le、)是统计力学的一个高级概念工具，系综理论

是}901年山古布斯(‘必阮)创立完成的。可以说，仅当系综统计出

现之后，才使统计力学理论达到更加完美的境界，特别是应用系综

统计法处理相倚子体系更能显示它的.‘威力”。但也应当指出，系综

统1}·法除具备统计力学理论的优点和局限性外，它不能完全取代

原束的玻尔兹曼统计。在某些场合下，尤其是关于体系的内部粒子

的能量分布信息，仍然需要依靠玻尔兹曼统计。

    银据研究对象的特性，主要的系综有正则系综、巨正则系综和

微正则系综，它们分别适用于按热力学方法分类的关闭体系、开放

体系和孤立体系。

    在开始本章讨论之前，有必要简要说明关于系综慨念的建立

以及它的理论方法大意。

洛1 系综的慨念

    根据慨率论，欲险验一个复合随讥事件的统计规律性，既可让

该复合事件重演亿兆次，亦可同时集合亿兆个全同的复合事件“表
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演”一次。就像前章提到的掷分币，这分币就是一个复合事件，其可

能出现的正面或背面，即属该复合事件中的偶然事件。为了断定一

枚分币正、背两面的出现几率，人们可以拿它投掷亿兆次，再根据

出现正面或背面的次数而给出各自的出现几率。另一种设想是同

时集合亿兆个模祥全同的分币作一次性投掷，然后清点呈现正或

背面的枚数。不难预料，此种情形的正、背面出现几率必与前一种

投掷方式一致。总而言之，以上两种不同的投掷方法就相当于两种

不同的统计手段，其最终结果必等效无疑。

    现考虑一个T、V、工给定的关闭体系，尽管这个体系和一个巨

大的恒温(T)热库接触，但由于涨落的存在，即使体系已经达到热

平衡，其一切的状态性质亦将围绕着各自的平均值起伏不息。设使

有人想观测这个体系的某一状态性质，他可以通过适当的仪器精

确地测定该状态性质许许多多次，而后根据记录求平均。同理，亦

不妨同时集合许许多多个组成、性质、尺寸和形状完全一样的这个

体系，并在相同条件下逐个测量该状态性质表现值。显然，由此而

得来的平均亦必与前头的结果一致。况且，第一种测量方法重复的

次数越多，第二种测量方法集合的体系数目越大，两者的一致性就

越好。依据这祥的思维，也就不难进一步去设想如何建立统计系综

了。

    系综是一个巨大的系统，它想像地集合数目极多的，组成、性

质、尺寸和形状完全一样的全同体系。或者简单一些:“系综是全同

体系的集合”。系综中每一个成员都可作为研究者的目标体系。建

立了系综，人们便可想像地从构成系综的成员(体系)在某一瞬间

显示的“态”去寻找整个系综的统计分布律。然后再通过得到的分

布函数返回计算目标体系状态性质平均值，或进一步预测各类过

程的变化特性。换句话说，系综统计法乃是以系综的统计分布律去

代替单一观测对象的统计分布律。诚然，作为系综本身纯粹是一个
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{足虚幻的慨念工具，它的存在寄士〔于科学的抽象思维。现实世界

电下可能也不需要去建立看得见摸得着的系综。

釜2 正则系综

正则系综(咖。川。“从、川bl。)的口标体系(研究对象)是T、v、万给

定的一关闭体系。图3一2一!描绘了正则系综的示意构成。整个系

综包括一r成员(A)和热库

伏)，其成员总数设为、犷，这

是一补可任意扩大的大数，

但一经似想指定之后，也就

固定不变丫。

系综「}，个体成吸都具有相同

的物质组j戈、粒子数(万)和

体积‘「)，它们同处于一个

温度为 丫的热库当，}，。这

样，不仅成员与热库、而月成

A A A

人 AA

AAAA

人A

图3一2一1 正则系综示意

员与成员之间最终都要达成热平衡。正如前面指出的，由于涨落，

任一成员的能量状态龙不处于瞬息万变之中，如以(君，，‘:，⋯⋯凡
··一 )表示系综中各成员可能出现的能量状态，依照量子论，这一

系列的(E，，EZ，⋯⋯君，⋯⋯)简直川石作是该系综成员的“能级”。

任何时刻，任何成员究竟出现子}·么拜的能量状态(或者说占据哪一

个“能级”)完全是随机偶然的。但总体考虑，刀 个成员无不就在一

切可及的能量状态中辗转经历，其问似应体现一定的分布规律，这

正是系综统计得以成立的大前提。为了使有关的数学推导更趋简

炼，以下准备采用成员的量子态分布来代替相应的“能级”分布。为
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此，有必要预先交代一下此二者之间的关系。

    设在时刻t，系综中某成员的状态处于“能级”E，。既然每个成

员都可作为实际的研究对象，故EJ完全可代表该时刻口际体系的

总能量。现知体系(成员)中含有一个粒子，这1个粒子分配曾、能

量E，当然也有许许多多可能实现的微观态，如以9(E少、!‘、1)(简

写9，)表示与EJ对应的微观状态总数，那么，由于体系的侮一可及

微观态都各自表征体系的一个量子态，而这9夕个量子态(微观态)

又同属于一个能级EJ，故不妨把9，看成是该系综成员能级E，的

‘简并态数。这里，量子态(甲.)的含意依旧是体系(成员川，全部粒子

的(能级)量子数都有明确的给出值。照这样说，系综‘1，}毛何成员处

于能级L’J时即有9，个不同的量子态(微观态)可任意选择。也因

此，所1胃的量子态分布无非是指按成员占据量子态(叭)的分布数

来表示系综的统1于分布律，而“能级”分布则以成员的“能级”分布

数表示之。

一、正则分布函数

想像系综中各成员的量子态呈现下列一套分布式样{n.}，

量子态

分布数

El，E犷··⋯E.⋯⋯

双1，nZ二”二n:⋯ ⋯

    n:即集居在量子态‘(其对应的能量E.)上的成员数。而在给定

条件下，整个系综、犷个成员的量子态分布亦肯定存在许许多多

的组合式样，但无论如何分布，均应满足以下两个限制条件

艺n.=了犷 (3一 2一 1)

艺n。E。一刀万 (3一 2一 2)



    此处，万代表成员的能量平均，也相当于[I标体系在T、厂、J

条件下的内能平均。

    鉴于构成系综的成员一概是全同体系，交换任何两个成员的

量子态并不改变系综的分布。从而，就分布丈n.}来说，若想像将/厂

个成员按照它们所属的量子态编组，其可能实现的组合方式数当

「打下式给出:

tx一六 (3一 2一 3)

    显然，tx当为n，、n:⋯⋯n。的函数，况且，能使tx达到最大的那

种红1合式样就是系综成员的最可儿分一布。求最可几分布自然得出

系综的分布函数。

    同理，可采用拉格朗日待定乘数法求式(3一2一3)的极值。令

                      /了 !

，“一”1“一’n丁1不

。一乙。。一、‘、一。

、一艺执E.一了下=0

(3一 2一 4)

(3一 2一 5)

(3一 2一 6)

再以口和声作待定囚子，并设计一个新函数数f，使

f=介十“‘9十价: (3一 2一 7)

此函数的极值条件当然也是

(刹一!刽+《刹十袱刹一0
(3一 2一 8)



(‘= 1，2.·.⋯

由此即可导出

n。今 e了·e尸君. (3一 2一 9)

这就是在最可几分布下，正则系综的成员量子态必须满足的分布

规律。形式上看，此与玻尔兹曼分布何其相似。式中，声也是一个与

能量限制条件(、万尸万不变)相关联的待定因子，故知必与正则系

综，从而也是目标体系(成员)的热平衡温度‘T)存在联系。但对a)

因子，其关联的限制条件却是叉n。一、:，因刀/不过是一个假想
律

故

的任意数，故丫的出现并无真实的物理意义。这和玻尔兹曼分布

中的a因子不同，在那里，“关联了体系内部的总粒子数守恒，

有。一共。总之，对式(3一2一。)中的。，，至多仅能明确到
        kT“ ’‘’~ ‘’研‘、、- 一 一 ’HJ一 ’一 夕 ’八‘，“2刁林 ~

才一习n。一艺洲 e朋· (3一 2一 10)

L万户

兹定义

  艺。”‘·

一艺e尸君·

(3一 2一 11)

(3一 2一 12)

并称之为正则配分函数。这样，式(3一2一9)便可进一步改写为

刀 产
n.= ，若=下-，竺

              ，、 。声艺

        匕二 r ’

。，‘.=些e，::
          切

(3一 2一 13)



少(。。)二二一架一必
                        甲

(3一 2一 14)

    此处，少‘方.)当可代友止喇系综‘}，}圣何成员占据量子态‘，或

者说给定体系口、1/、、)呈现该量护态的几率。

    以_[，式(3一2一的及式(3一2一!3)同称正则(系综)分布函

数，而式(3一2一14)姑且定名为正则(系综)分布几率函数。

    附带指出，如从系综的“能级”分布出发，类似可得

。，一。·御/J一、睽
、(。，。一今一黔

(3一 2一 15)

(3一 2一 16)

卿二E从产， (3一 2一 17)

、嵌)

    以上三式，与量子态分布表示的完全等效，差别仅在nJ表示

“能级叨J分布数，酬(EJ)为成员占据“能级”E.的几率，而gJ则相

当于该“能级”的简并态数，“、刀因子同前。

    二、正则配分函数

    物理意义_}一，正则配冷函数沪可表达为:对正则系综一个成

员(体系)6勺全部可岌淤子态之效尔孩曼因子(。”协求和。切的解析

次尔衬{标体萦钊勺部组成及其聚集状态等因素确定，例举如下。

    ‘!)定域子休系    设体系中粒子问的相互作用可忽略，则式

(3一2一12):}，的打.当等于目标体系在该量子态(。)下全部粒子的
能量总和，即



双一E拟·) (3一 2一 18)

代入切的定义式，有

*一耳·’‘一军二，、(“于?k(一’
(且f态)

二万且e‘、、。) (3一2一，9)

  此式求和遍及体系的全部可及量子态，而积且。、，，显然为。·

个粒子的玻尔兹曼因子的连乘。请留意，脚注‘与(。)含意不同，前

者指体系的量子态(山波函数丫衷征)，而后者(。)则表示各别粒

子运动的(量子)“态”(对应的波函数是沪。)。

    数学上可以证明，式(3一2一19川，的和积顺序允许作如下交

换

          甲一艺耳。气(，)一耳万。“k(，)(3一2一20)

此刻，乙。气(.、显然是对一个粒子全部(能级)量子态之玻尔兹

曼因子求和，故当为体系「}，组份粒了的配分函数，即

艺e应‘t，=“‘ (3一 2一 21)

对纯组份体系，所有的q‘全都一样，则

叨=IT。‘二、v (3一 2一 22)

此可代表固态晶体的正则配分函数。
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    (2)离域子体系  对近独立离域子体系，式(3一2一18)和式(3

一2一19)照样成立。但粒子既是作定域的，则依经典统计传统手
法，需对全同粒子不可分辨性所产生的微观效应加以修正。具体

说，当调换式(3一2一!9川，的和积次序时要多除一个J!，从而

*一兴丁T汉:。“。一共 (3一:一:3)
      一’J一 飞万， 平，孟

    这就是经典M一方气体的正则配分函数。在经典统计力学中，

关于修正项万!的引入甚难完满解答，这在前章已有述及。严格者

应按量子气体所遵从的统计分布律处理，读者关于这里引入的一!

因子无须过份推敲。

    三、状态性质的正则平均

    在系综统计‘!，，体系的宏观物理量均被确认是该状态性质的

系综平均。导出了正则分布儿率函数，便可依据求平均值法则去确

定关闭体系的各种状态性质平均值，同时，给出的平均值亦完全可

以代表该体系平衡态一!;的最可儿值。

    (1师 据式(3一2一14)，则内能的系综平均是

打一万一乏二岁(E。)鱿

一不等 (3一 2一 24)

石一(翎、，汉
(3一 2一 25)

(2)刀 参照玻尔兹曼嫡公式，则在正则系综中，若成员(体
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系)出现量子态1的几率是少(E。)，其对应的墒5.‘E)当可确定为

5:(E)二一 孟In左尹(E。) (3一 2一 26)

由此推出

否一万(E.)5.(E)

=一‘习少(E.)ln少(E.)

一‘今下叹不)
    艺脚找 艺产

一‘“-不一一十卜访InT
(3一 2一 27)

显然
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于是，嫡平均的最终表达式乃为

否一二一论厕 卜一刻n沪 (3一 2一 28)

    (3)万  依定义，赫姆霓兹(伪八碱诫;)自山能万=石一骊，自式

(3一2一28)即得

(3一 2一 29)
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一 u，_(三}
      \刁浑/产，.

(3一 2一 30)

及沪的实J月表达式，可分别得出组份粒子的化学位，即

定域子，本系 ，了一告，n、 (3一2一31)

离域子体系 ，，一今，。一冬
                                    1， 勺

(3一2一32)

(5)户  据热力学关系式

(3一 2一 33)

 
 
 
 
 
 
 
 N

扩
一那 

 

- 
 
一一

 
 

尸

则体系压力的正则平均是

              二_ {丽、 _ 1{mn，\                  P=一 }三共1 二一 舟 卜竺二二{ (3一 2一 3钓
                  k口1产/，，， 声又刁1产/，，、

    以上分别给出了关闭体系万、及j等状态函数的正则平均统

计表达式。这几个热力学量是最基本的，也是比较常用的，其他如

否二入川，万二刀+可等，读者可白行演证。

    四、正则系综的能量涨落

    涨落是一种微观现象，指的是平衡体系的各种宏观物理性质

将围绕着它们各自的平均值(最可儿值)时刻不断地此起彼伏，这

和前章讨论过的平衡体系偏离其最可几分布的情态息息相通。尽

管对实际的宏观体系，其涨落程度微不足道，但它毕竟客观存在，

在统计力学中涨落理沦是一个重要方面。

    涨落被定义为散差的开方。设以A表示体系某一状态性质的

随机值，其平均值为万，则(A一万)二。，即称该物理量对平均值的
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偏差。偏差的方均值就叫散差，定义为己二不不雨月2。因

己=(A一万)2二(月2一2」万十 (万)2

            =万2一(万)2 (3一2一35)

故散差实际上等于方均值与均方值之差。又又的涨落为

了潇 =拭不=不砰 (3一 2一 36)

    亦可采用相对散差社或相对涨落了万来表示散差或涨落的

相对程度，定义如下:

。一爵

二一察

(3一 2一 37)

(3一 2一 38)

    对关闭体系，能量的散差或涨落最富代表意义，利用正则分布

函数，即可导出此类体系的游或、爪.。

    将式(3一2一24)改写为

万甲=艺L’.e照 (3一 2一 39)

在V、1不变条件下，两边对声求导，得

周;:、·+‘(刹;，。，一勒产

洲:，，，一(洲;、尹一孙

(3一 2一 40)

(3一 2一 41)



乙“矛“声，:-
艺Ib’了“产”

切=万，中 (3一2一42)

已知刀一二森，万。。，所以
                            人逮

纂)、，一‘，，?(筹)、，，v一‘，”乙‘·(3一2一”3’
这样，式(3一2一」的就变成了

k厂己+ (万)’=砂 (3一 2一 44)

于是分别得出体系的能量散差和涨落

砖 = 名2一 (君)2二 孟了，2亡:

、厉畜二 万万百

(3一 2一 45)

(3一 2一 46)

其相对散差和相对涨落则依次为

滩 二
it7’?户、

E)
(3一 2一 47)

了露
了、2”亡，·

(3一 2一 48)

以单原子分子气体为例，有

Cr
    3‘.
今 竹丁洲 人

      ZNk
3
-2

召二

代入前面有关式子，分别得
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、;一号*(、，，2

 
 

、一万

止
汉

CC

。一最二

、一仔
    取J二102，，则、入落兰jo一”，这样微小的相对涨落在实际观测

中根本无法觉察。如上所见，褚或、入丁的变化也都与体系的粒子

数J或了了成反比，此乃有关统计分布偏离其最可几状态的一个

普遍性结论。

圣3 巨正则系绘

    巨正则系综(价朋d

ca。。如1枷5白nble)的具体

研究对象相当于热力学的

开放体系，此类体系可同

时与环境进行能量交换和

物质交换。由于物质交换，

体系内部各组份的粒子数

将不断地发生改变。为此，

建立巨正则系综就必须考

虑设计一个大热库和一个

大物质库同时与系综的成

员(体系)沟通。热库的作

    ·92·

图3一3一1巨正则系综个别成员与热

            库(R。)及物质库(R。)联络

            示意



用在于维持热平衡，而物质库的功效则确保成员(体系)内部备物

质成份的化学位不变。图3一3一1描绘了此类系综个别成员与热

库、物质库之间的联络。整个系综就是山为数极其众多的成员(全

同体系)集合构成的。

    应用巨正则系综可更加方便地处理化学平衡、相平衡乃至界

面吸附等多相体系。在多相体系场合「，例如气体在固体表面的吸

附，可假定气相为物质库，而吸附相(即固体表面及其吸附质粒子)

就是待研究的目标对象。这祥，系综的构成便进一步得到简化。对

巨正则系综，最根本的问题还是求导分布函数，与正则系综(T、v、

入’)不同的是，其守恒条件为7下、1‘、产‘(或表示为刀、下/、a)。

    一、巨正则分布函数

    暂设体系只含一种物质成分，系综的成员总数为丫犷，任何成

员皆与热库及物质库相通。因此，各J戈员的能量状态及其包容的粒

子数无不处于不断的起伏之中。这里，同样把每一成员的可及微观

态爵成是该系综成员的一个量子态。又因为成员(体系)的能量还

决定于它的粒子数，故令召。(N)表示当成员粒子数为万且能量等

于刃。的一个量子态，‘以。。(左)表示集居在量子态1上的成员分布

数。原则上，夕允许在0一，、范围内随机变动，但对某些特殊情况，

如气固表面的单层吸附，则大一一即吸附在固体表面的粒子数便

受到一定的限制，其上限对应于单层铺满。

    议想在了、!广、尸给定条件下，涎正则系综出现如下的一套量子

态分布{，、。}:

      量子态 召，(军〕，刀2(芳) ·，·⋯ 召。(入)⋯⋯。

      分布数 。，(N)， 。2(N夕 ⋯⋯ n.(夕)··一 。

其必须满足的限制条件是



艺艺n.(幼二产 (3一 3一 1)

艺艺n.(习鱿(-\’)=/了，

  艺艺n.(幼丁一才刃

(3一 3一 2)

(3一 3一 3)

    以上，万和了分别表示巨正则系综成员的能量平均和粒子数

平均。对这样的一套分布，其可能实现的组合方式数当可确定为

tx一们耳耳蔽标
(3一 3一 4)

    这里，因有三个限制条件，即式(3一3一1)至式(3一3一3)，故

当采用拉格朗日待定乘数法求函数t:极值时，为其设置的函数j

是

                  j==jx +a‘9+户.十a儿 (3一3一5)

其中

jx= Intx

‘=艺万n。(N)一才=”

、二万艺n。(码从一才忿一0

、=艺艺n.(刀)1一“，一0

(3一 3一 6)

(3一 3一 7)

(3一 3一 8)

(3一 3一 9)

此函数(j)的极值条件同样是

(斋万)一(蕊恶万{+一(瑞而)
    +戒丽恶而)十a(丽各，)一“
(3一 3一 10)



    依据式(3一3一6)一式(3一3一9)，分另11给之1}上式中的各偏微

商项，最终导出巨正则系综的分布函数如下:

:1。(刃)=e少·e尸了，(万)·仑“万 (3一 3一 !1)

t妇于

所以

定义

艺艺n。(川一艺乙、·严“，·尹一、
(3一 3一 12)

./犷

乙万e泞召·‘“，·““，
    刀户
二 二二， 又3一 3一 13)

三(产、“、a)一艺一万e“，。‘，，·。·“ (3一 3一 14)

并称三印、!厂、“)为巨正则配分函数。将式(3一3一13)代入式(3一3

一11)，便得

n.(、)一答。，，.(、).。·， (:玉一 3一 15)

或写成几率函数的形式

(人‘)
少(君:，八’)=二二于井

                                      、/ 1

仑六尸(夕)
些 (3

    此少(E。，刀厂)当叮解释为!可正则系综中，任一成员出现一九粒

子数为N且能量等于E.(刀)的量子态乙上的几率。有必要指出，丈寸

巨正则分布函数，口因子仍无真实物理意义，而刀因子照洋为
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一赤。又按式(3一3一7)，·无疑是个与系综全体成员粒子数
‘一l’’了，守恒相关的待定因子，下面即将鉴定，一份。所有这些，都
和原先的玻尔兹曼分布或正则系综分一布同气连枝。总而言之，当应

用拉格朗口待定乘数法求导体系(或系综)白勺分布函时，凡与能量

守恒条件相关联的因子(川都是决定体系热平衡的参数。而与粒
子数(1或刀了)守恒条件相关联的因子(a)必包含组份化学位

(。‘)的因素。
    倘将具有相同粒子数万及相同能量的量子态归并并以马

(一)表示巨正则成员能级E，(-\‘)的简并态数，便可写出以能级分

布形式表示的巨正则分布函数，即

nJ(、)一菩。J(、)。”‘，‘/，·。一 (3一a一17)

三(刀、，‘、a)=E艺凤(刀)e叽‘，，·ea.v

(3一 3一 18)

、(E，，*)一巫卫瞿 (3一 3一 19)

二、巨正则配分豹数

据定义

        三(刀、‘/、。)二艺艺e”气‘，，·。研

    乍看之下，这是一个相当复杂的求和式。因为，求和项包括了

成员内部粒子数之一切可能变化。然而，稍加分析便不难发现，三

和正则配分函数切有很简单的内在联系。请看
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三(厂·厂、〔‘)一军(万户”’。‘”)“““(3一3一2。’

这里，’攀一个{艺泌‘v，{项都对应于一个给定的从反过来说，

{乙码(州无疑就是粒子数为1。柏。正则配分函数，，即

了e”‘。‘“)二沪‘声、“、夕) (3一 3一 21)

代入式(3一3一2〔j)，立得

三‘刀·‘厂、“)一干(不·’‘:‘”)二’
      一互弓r/)。声、!/、入一)。·v (3一 3一 22)

进一步的演绎当决定于切印、犷、八)所属的体系，举例如下:

(1)纯组份定城子体系    据式(3一2一22)，叨二广，则有

三(/))、，、、:)二乙，)(声、，/、灭)。·v一艺、”e·v

_ 、互，自 。、夕_
一 乙J、尹 产 一

    1

1一 qea
(3一 3一 23)

(2)纯组份离域子体系
qN

按式(2一2一23)，甲二斋 ，故
                                                  JV 百

三‘“、”、“)一万甲(“、，‘、N，二’一万杀仑·
“么一了厂“七x‘，气“e一’

(3一 伙一 少1



    以上两式可分别代表纯理想。{之。体和纯理想气体的巨配分函

数，这是两个很基本的三表达式。

    三、状态函数的巨正则平均

    在巨正则系综中，体系的宏观物理性质都被作为巨正则分布

的统计平均。鉴于成员的量子态(微观态)变化包括了能量和粒子

数两个因素，故一切的物理量平均当山下式确定

万=习艺多(E一川)A。(N) (3一3一“5)

由此即可导出有关开放体系的状态函数统计平均。

(!)万    参照式(2一3一19)，内能的巨正则平均当为

    万=万=万艺少(E’.，N)。.(N)

艺艺鲤鲤掣{

到塑卫呈)
  \粼 /;，.。

(3一3一26)

(2)了    此乃系综成员粒子数平均，导出如下:

了一艺艺，(鱿，的N

一艺万竺兰答二丝一(瞥)
      y . se 、 忆1吃‘ /声V

(3一3一27)

(3)豆  对巨正则系综，与成员量子态‘对应的5.(一)当可确定

5.(N)二一 kln少 (E.，N) (3一 3一 28)

  故有
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天一艺艺岁(E一心粼咐

一 ‘万艺，岁(:。，、)!n少(:。，、)

一‘军不愕嘶(些笋竺)
一、艺艺竺里共一竺竺(洲‘(、)十。、一，n:)

(3一 3一 29)

显然
_ ___。刀￡(夕)_，‘。左

乙乙纽一万二一、.(心二万_
  N l se

了 (3一 3一 30)

__ _ ‘泞9(夕) 、，、口左

乙乙兰二甘二了=了
  V ‘ 一

(3一 3一 3】)

_ __ _ 。脚巴(夕)‘』‘口N

乙乙芝二万址二!，1三一，115
  V : 一

(3一 3一 32)

于是，摘平均即为

蕊二一k两 一加刃+月n三 (3一3一33)

(，，‘按照式‘3一3一33，及声一寿，立可给出
F二 之j一 少5

  二 kZh八‘一 孟Tln三 (3一3一 34)

或写成

二 “刃 ‘ 1._
户’二一 一二，十 气丁In匕

            IJ I万
(3一 3一 35)

(5)尸  在巨正则系综中，组份粒子化学的位同样可山定义式

兴)，，;导出。自式(3一3一3”’，得
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。尸一、叮{黝 十、T。一、可蝶){黝
            \r尤v/了，r \口a /了，‘，\认、/了，r

(3一 3一 36)

因

/阴j飞三\ /刀IJI三、 一
}— ·{ = }-二一一} = 八
\由 /丁、， \‘人t/尸，;，

代入前式，即成

粼，= k7，a (3一 3一 37)

值得注意，此结果同时鉴别了a因子的属性，即

(3一 3一 38)

    附带指出，关于a因子与尸的联系，还可以从其他方面进一步

确认，说明如下:

    对离域子体系，由式(3一3一27)及式(3一3一2越)，有

、一{瞥)一。。·
        \ 口“ /声，r

(3一 3一 39)

故

与式(2一2

        “一In资

‘9’比较，当知一品。

(3一 3一 40)

同理，对定域子体系，依式(3一3一23)，则

了一{旦野)二，卫竺代 (3一3一峨1)
      \咬人lj尸。r i一 qe-
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移丁页整理，就)J比

qe。
人 十 1

(3一 3一 12)

因人一实际上是一个很大的数，故可近似之。山此而得，

a片 一 Inq (3一 3一 13)

回顾式(2一2一2。)，自然也是。一粽。
                                                                                几 1

(6)否    吉布斯自山能可夫示为万=了尸，结合式(3一3一37)，

当有

C二 ，\’川 二 kT“1 (3一 3一 44)

    (7)户    利用口的定义式G二F十1，1厂，联立式(3一3一34)和式

(3一3一44)，立得

                    户不二石一歹二孟7’ln三 (3一3一45)

    这是一个很有意思的公式，例如对离域子体系，已知三二e邓

(卯·)及尹。=1，由此立得理想气体状态方程，即

1二1，二 孟Tlrl三 二 入人2，

  四、巨正则系综的涨落

  巨正则系综的fE何成员都将同时产生密度涨落和能量涨落。

于物质本身就包含能量，故粒子数(密度)的涨落必伴随能星涨山

落

(1)粒子数涨落  参照式(3一2一35)，定义万的散差

武二了2一(j)2 3一 3一 46)
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现将式(3一3一27)改写为

          夕三一万艺*。，;，(、。·，·

在方及厂不变条件下，两边对a求导，得

(3一 3一 J7)

{李)三+刃{李)一艺艺扣2。，:、〔;).。。 (3一3一4。)
、口a尸尸r 、口aZ声，r 夕

因

刽，.‘一三(翎，[，一万三

万万刃’e“·‘“，·e·，=灭，三

  (票)，;，+(万”一无’

(3一 3一 」9)

(3一 3一 50)

所以有

(3一 3一 51)

即

、、一二一(卿一{挛) (3一3一52)
                          \‘龙苦/尸‘，

            .，_公._、_。‘，、，_，、‘::.、二.“.，，_，。、 .，、，_一 _2刁刃、
此式一戊明，体杀社了‘我献左欢共陈洛附性度到诀正寸{戈丁}

                                                                                \《川 /夕[’

最简单的情形莫过于理想气体，因知，万二卯“，则

(票)，，，一“·“一万 (3一 3一 53)

从而

石令二 万 (3一 3一 51)
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二 万蓄 厅
灯 7‘补 二 一气于犷一 = {号书目

            义V 丫匕y
(3一 3一 55)

可见，体系粒子数(或密度)的涨落确也是微乎其微。以下给出

更‘、灿意义的(戳，，;关系式，。如一卜
  已知‘:一/之，/、，，，则(票!，、‘、改写，】、

{迎)_，::，{巡)
\‘从/，、: 一、刁1才‘/，，。

(3一 3一 56)

或按照热力学习惯以单位摩尔量大示体系的化学位，那么

        ! ，、 了山日

二而刃玩补万一(从’‘/{刘丁，;

 
 
 
 
 
 
凡

灭

一川

介
勺

一
卜J
J

2

.
1

.、

(3一 3一 57)

式，}，，刃。J行阿伏)J 11{({罗曰，0。‘:了，0)常数，，，足物质的J辛;J屯妾女。此处，/、

可人示为了、!了、。的函数，因刀是热力学变数的零级齐次函数，故拟

欧拉(从如、)定理，在恒温条件一下，“场一了f

，，(奈)，、+，(蛊):、一。 (3一3一58，
所以

            {亚) 二
                  \汤，)，，;，

另山热力学荃本关系式

(蛊{，. (:‘一3一59，

dll 二一凡月，一十7Jp
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      一公、:一、专d。

佘):;一(专)’(豁)，一念

(3一 3一 60)

从而

(3一 3一 61)

              1/刁「’\ ，。，，一，__~_一*，
工珑处 ，%=一节 1不二] ，即降系附U毛湘系双。

                  ， 、01/了，.

以上代入式(3一3一57)，立成

(韶)，，、一(夕。，2/(会):，‘
(刃。超)，‘

    l/

(万)2、
    y
(3一 3一 62)

山此而得

一， 了晒、
UV 一 1-二一 ] 今

      、刁aZ尸，。

k7，、(歹)2
      F

(3一 3一 63)

尹;
孟7，凡

(3一 3一 61)

  对理想气，、(，，;一卿:)，有一击，代入之，即成式(3一3-
5钓或式(3一3一55)，毫无疑问，上述两式特别适用于凝聚体系。

    (2)能量涨落  作为巨正则系综，成员(开放体系)的能量涨落

来白两方面影响。一是由于粒子数涨落而伴随引起的能量涨落，二

即因体系与热库接触而引起的能量涨落。

    }居

            否三二艺艺、.(刃)e“‘·‘，，·e·， (3一3一65)
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在“、1’不变的条了‘}下，两边对刀求呀，1呀

“{氯。，。十三(刹、.。-艺艺E‘(入)“”‘。“)““’
(3一 3一 66)

(‘)2三十!票)、，。三一‘2三 (‘一卜67)
故‘有

        石‘一‘2一(‘，!二·(纂)、.，。(3一3一68)
      _。 一 ，. _、____了刁刀、 .二2口万、 ，，。_卜、，，_，__，:，，
      狈朋曰息，此处砂同圳 }万石} 盟人厂}布不} 则固足1刊一J‘足 r、
                                          \f，IJ/下，〕 \‘，三/不。a

“，这和一般热容的定义式不同，后者是在犷、N不变的条们下求内

能随温度的变化率。为确定(刹、，。，可设‘一“刀·以，)，于是一有
    、‘一(刹:产+(刹，、网+(刹，.、“!·

(3一 3一 69)

硒 \ /刁六\ f淤 \ 了口人，\
二二;1 今 }二二花! 一卜}下戈一1 }，二万】
口/J/下，。 \‘)/万/“N k‘j一\/刀，丫\‘1/万/1，，a

(3一 3一 70)

山此进一步导出

飘必，、一‘侧刹;，v
    !刹，L二二:

二 孟2·?珍， (3一 3一 71)

(3一 3一 7全)

式‘1‘若即付￡系(成员)1，」部粒于的耳‘均能量({习刀二了矛)。又拟。
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纂):、口一(器);.，，(票)，;，(‘一3一73，
不论(IJ式(3一3一10)或式(3一3一13)资11发，均可得出

券);，、一(架{。一石(3一3一7”，
以上代入式<3一3一了0)，经整理后应得

石卜!纂):，。一、，，2矛不一、(于)2!票)，，、
二人了，2石、、+(万)2云乡 (3一3一75)

    这就是巨正则系综成员能量散差的最终表达式。很明显地，式

右两项依次对应于体系与热库交换能量以及体系与物质库交涣粒

子而引起或伴随引起的能量涨落。对单原子分子气体，

    3二 二 3二.
牛 花万.人了’， 占二 丫布-了y人义

            ， I

武 二 刃似
3
一?"

一一
一C

所以

~ ，

a云 二二粤了(、:1)2一十(要‘，·):万
乙 乙

二一 、寿硒
V Z矛 牛 一一专干一 今

                        乃 层戈奇
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鬓理    儿个有关问题的讨论

    一、状态性质偏离平均值的几率函数

    虽然，可以通过散差或涨落未沽尾平衡体系状态性质偏离其

平均位的程度，似己或了事万毕竟说明不了.通的随机位对j七下犷均流

门)实际可能发生的偏差(a.、)幅度究竟能了f多大?这就是本节关心
的议题。

    暂设注的变化是连续的，少于以少(:1)表示该物理量出现随讥

值 1的几率函数。根拟统计理沦，此儿书函数少C通〕亦必具了!‘1吴差

函数的尸}:)贡，再参一考式(2一3一20)，则注的随机位落在(注一万)一，

(1一月)十“通一万)之1川的可儿率当可确定为

      少(“’“」一流、二1〕(一路!、一

式!，!，‘/、一(”一几)，而六 即归一‘七因子·

(3一 1一 1)

    不难写出，对正则系综或巨正则系综，其成员的能理(幻或粒

子数协)偏离平均位的儿率函数当分别为

少(“，“一法淤p卜影而·(卜卜2)
少(八)已‘一法淤p(一刹“·(卜“一3，

    以上，式(3一1一1)、(3一1一2)和(3一1一3)rl当具备正态分

布特性。回顾误差，专、，当积分}二:〔了(，)“，一{士卜(，，“，，，“见
!07



式(2一3一2!)，其积分值或者说随机变量对平均值的偏差(妇落在

一注~十4之间的几率和便几乎接近于!。对比式(2一3一20)和式

(3一1一1)，当可确定，若

口气
.台 = 夕‘= t4一)‘
U 4

，，=士礴、/可

A=万士1、/订 (3一 4一 4)

    可见，A值的随机变化几乎徘徊于万士搜、疡丁之间。就单原子

分子气体在正则系综中的能量偏差说.囚、一粤。一二，、一、T?己，-
3、，，.、。 ，，一 ，._，，* ，，_，卜，，、，;，，卜、，、、二卜。一、_，.。，， _止_一~，;，__。卜
二丁、戈̂了)‘，从 f介J百入丁丫‘利 沮及工 日Jl袖人之找)L一了、阪问 1咬泛fl二1、夕IJ「IJ甩

  乙

!翻之内

:一粤N‘，1士:。，、招了
            乙

(3一 礴一 5)

    如式，能量的起伏项即ZkT洒下亦表现出与、厂不成正比。事

实上，式(3一4一5)的变化趋势与图(2一3一2)雷同。这不难理解，

任何一个平衡体系，其状态性质的统汁平均无不就是该性质在平

衡态下的最可几分布值。既然，体系的微观态将按一定的儿率偏离

其最可IL分布，那么，一切宏观物理量采取同样的步调偏离其平均

值(最可几值)也就理所当然了。

  二、热力学关系式的统计设释

  不1仑是应用玻尔兹曼统计抑或系综统1}，体系的热力学性质
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都可从分布函数呀出，这燕前面均已作了1丫略不等的1寸1仑。进一步

的考虑是能否再继续运用大量粒子集合运动的统计规律去阐明务

种热力学过程的微观变化图象。瞥如说，像哪二介￡一1们‘这一类

的从本关系式究竟与了1。么样的微观过程十}1联系?

    对关闭体系(7’、1’、人‘)，据

行 一 又，_份 一 / 理 .亡 ，

              J‘山内‘J  J J

                    沙

(3一 !一 6)

刃一艺咧。，十乙咧乌 (3一 1一 7)

    不难理解，上式右方第一项表示了!!J于粒子能级分布的变化

而引起的体系内能之改变，而第二项则一付应于因能级能值发生移

动而导致的内能改变。为什么粒子的能级会发生侈动?简单说来，

对一般的分子，其各种运功形态的量子化规则均有对应的能级公

式。而在平动、转动、振动等诸多能纵公式‘!，，唯仃分子的平动能级

刁‘与体系的体积空间有关。三维平动子的能级公式是

孤11 (3一 1一 8)

才二;、下一卜弱十端。一上式表明，改变体系的体积空问，必伴随能级能吹

。:的变化。其直接的后果是:当v发生膨胀时，不仅:，降低而且相

邻能级问的差距亦变窄一。即

」八(11飞2二 1)二 (3一 难一 9)

如厂被压缩，则变化方向适反。也正囚为，，随}’而变，故当体系体
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积发生膨服或被压缩时，势必导致粉子在各个能级上的重新分布，

这就是式(3一:一7)，}，艺陀J矿:，项的依据。

    以纯组份理思气体为例，分子的能级能值。，当等于各运动形

态能值按一定方式的组合之和，即

￡J=(于，十‘+￡。十··一 )， (3一 1一 10)

既然只一有。‘与!’一rf关，故对1‘的微小变化，有

六』一(瓢犷 (3一 刁一 11)

山式(3一爪一8)，当得

        2
二 一 二:一乙d犷

        乃}’
(3一 1一 12)

犯
一那

于是

乙，矛，了/，一子(万刀，尸‘(，)}J，·(3一，一，3，

显然，万:、夕。当等于气体，{‘全体分了的平动能总和，即

艺、，饥，一粤、T (3一 1一 11)

代入前式，当可得出

乙尹，*，一罕、1一 、

】10



这就清楚地说明，与万屿“，相讨应的宏观过程却原来是体

系又寸环境所作的压容功一1明，。

    又参照式(2一1一33)，则不难给出

:一*1，:，。一 、丫飞In{二上{ (3一，一16)
                                      “舀-J 、 ，八 ，，井

                            J \~ Jl

各。，二。)尸·少:，llJ此可得

、、_一、二}n{哟、1，，一 、又‘。。，+。)了。
                        临.-J 七 内、 J J ，‘一 J

              J \钊，2/ ，

一 、/)i乙。，、，，少一‘了，乙“，，， (3一 4一 17)

但二山二二。，又一、刀一争，从而

洲一十乙咧“ (3一 4一 18)

    此又清是地浅明，对单纯状态变化的离域子体系，过程的墒变

归银结咬乃山于粒子的能级分布数变化所引起。

    综土，式(3一滩一7)将还原为

、万一艺。J“，。J+艺。Jd。，

= 7，J名 一 1》J12 (3一 4一 19)

    这不仪与热力学呀出的武，’关系式一致，并且对宏观过程发生

的变化(指TJS和一1州)也得到了微现的统计解释。

    再考虑一个包含k种组份的离域子体系，据式(3一2一28)有，



万一命‘十贵，n，
= 了’5一 k7，In切 (3一 4一 20)

此场合

一一 丁les夕产Y， 一 1甘 二不

        几一 了vJ (3一 4一 21)

故万的全微分是

而二Td了+(万一月n切)刀’一kTdl、叨

(3一 4一 22)

甲既为T、V及各万k的函数，则

dln，一(翎。，二。dT+{翎，.v:‘+不{翎::，，.。
(3一刁一23)

(3一 斗一 2句

(3一 4一 25)

(3一 牛一 26)

(3一 李一 27)
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虽然，也可将此处的万写成如下形式:

              。一乙万气，%
                                                            k ，

即内能为各组份粒子的能量之和，那么

  (3一 4一 28)

而一艺艺。‘、少dll、，十乙艺、，J认，J

                                                        (3一」一 29)

似对比式泥一4一27)，则不难看出，仅当体系的组成或其相态不发

生变化时，才能存在如下的对应关系:

艺万。、，恤，=。否

艺艺。‘，J、‘，J=一凡，·

(3一 4一 30)

(3一 4一 31)

    倘如过程的发生伴随有化学反应或扣转变，则体系的墒变

(」功就应包括有关此方面的贡献。从而，涉及T丽或凡!‘的微观行

为也就不那么简单了。

    三、系综统计与玻尔兹曼统计的比较

    从前面一系列讨论当可领会到，系综统计和玻尔兹曼统计在

理论方法上确实有些不同。作为玻尔兹曼统计，其主要目的在于寻

求描述体系内部粒子能量分布的统计规律(玻尔兹曼分布律)，而

系综统计法则致力一f建立有关f本系整体行为的分布函数。形式上

看，似乎两者各行其是，但从根本的出发点以及最终的结果说，并

无实质性差异。

    应当提起，不论是正则系综或巨正则系综，其成员(体系)内部

粒子的能量分布均必须服从玻尔兹曼分布律。反过来，如想像将一

个给定E、F、N的孤立体系(设其温度为T)移到一个同温的热库
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当‘}，使其成为关闭体系，然后再通过正则分布函数求取它的状态

性质平均，其结果必与直接由玻尔兹曼给出的表现值一致，诸如

从玻。二万(」。。，等等。进一步还可想像让这个关闭体系与一个物质库
沟通，那么，由巨正则分布函数导出的状态性质平均亦无疑要一与前

二者一致。如万(!:正则)二万(。则)二A’(玻)及万(!;1、。)二四(J。。)等等。这意

味着，上述的不同统计手段彼此都是等效的。也可以说，同一个研

究对象不会因为采用不同的统1}·方法而出现相互砒触的结论。

    正因为系综统计法体现了更高级的逻辑思维，所以亦不妨设

想将玻尔兹曼统宝f-提升到系综的水准来处理，而山此建立的系综

即称微正则系综，其成员当然是一大群E、卜、万全同的体系。

    在微正则系综r}‘，任何成员的能量均被指定为E不变。从而，

对应的微正则配分函数小也自然被确定为

。=艺e，‘。
(早r态)

二e，K叉 1 (3一4一32)

不难理解，乙1应代表属于同一能级”、的全部量子态之
(里1态)

和，事实上就是目标体系(成员)的微观状态总数，即

艺 !一9(E、犷、八‘) (3一 4一 33)

                            中 二 二负户朋

据此，则微正则几率函数

(3一 任一 31)

少(.一鳄一李
                q) 绍

(3一 4一 35)

此与式(1一1一13)定义的少并无二致。

    正山于上述的各种统1{·方法均是完全等效的，看来，它们之间

还可相互转化。好比有一关闭体系，按理宜从正则系综1寸沦之。但

也不妨想像将原来的体系连同它的环境(热库)统包起来钩成一个
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人呱立体系 这样所建立白勺系练就变成了微正则系综。反之。如果

原先的研究体系是孤立体系‘E、F、入)，也可以想像在体系内部圈

定一个局部空间(在其范1研内仍包容足够大量的粒子)并将周围以

外的部分视作环境。研二是，有关的研究对象又变成了适合于采用正

则分布函数或巨正则分布函数来处理了。

    四、其他系综

    以上概述了有):系综统计最丛卞的数理方法。从逻辑学观点

说，这一理论方法洋溢背科学思想的美妙思维。但本章开头已经指

出，所1胃系综毕竞是 一个虚构的概念工具，其根本口的即在于对给
定体系的任伺状态性质以系综平均去代替时间平均。可以证明，热

力学体系任何物理量(状态性质)的系综平均与实验观测的时间平

均足完全等效的。

    少\们可以根据问题的性质以及研究的口的去设立各式各样的

系综。除正则、巨正则和微正则系综外，尚可为处在等温等压条件

一「的研究对象建立等温等1丘系综以及其他等等。等温等压系综的

}川“、体系是了、尸、人给定的热力学体系，其成员的配分函数叮刀，，·，

人)按纪户态求和定弋如一{:

            ·\、，‘，，，，、V)一:当艺。”“二e，1’

                    一万。，H。 (3一通一36)

式‘}，，1农示体系体积，，，二刀1，，jl。=万一十1，’，即[1标体系的烙，下标

之寸}了明里子态。

    等温等压系综的1三要关系式有:

    几率函数

              户刀E:(户)·尸，F
之夕尸(百。。厂J 二 一叮一二- --二二:

              八(/了，1，，八)
(3一 1一 37)
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    吉布斯白山能

                  G(刀汁，入’)=一kTI::入(声口，N) (3一刁一38)

    处理等温等压条件下发生的热力学过程，采用等温等压系综

有其方便之处。但总体而论，正则系综及巨正则系综还是最基本的

统计系综。表3一4一1列出某些常见系综及其配分函数定义式，备
查阅比较。

            表3一4一1 常见系综及其配分函数

名 称 恒定因子 几率函数K(:) 配分函数

微正则系综

斤乙汉甲。匕公切nl翻1

    肠己，，户JI功抢

君、N、1 六 中二 幻亡胭

正则系综

凸J切川戒粗2

改吕户刀四亡

产、刃、1’

  e尹召.

艺e，‘· 甲一万。

巨正则系综

口川1讨 口“J沁月印“1

    E矛产之即1声功le

声、a、l/’
  亡洲‘二 口口入

艺。，气.。。，
入二

三一万。，气

          .e。刀

等温等压系综

    才阳以吧产”如2

    乙乞月刁犯之《‘1

    E，娜刃”必le

尸、N、夕

  e夕‘。.e日

艺e“，二““
么一艺。、

          .e，1

a=一 刀刀
                  尸

夕= 厂I’ = 一 丁不。
                                K1
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习 题

(!)对一个u、厂、人确定的体系，可导出体系的配分函数

中二 9(百、1’、入’)e声E (1)

但从正是系综出发，又可得到

沪= 中 (2)

沪一万”7(，了、，·、八)。”，少 (3)

简单回答，根据什么原理，即可直接从(3)式得到(1)式。

    (2)请利用多项展开式

(，，+2:，+⋯⋯十八:)“

(:1十.2买。，一。)而 式份弄·⋯:汾
⋯ ⋯ 双

导出定域独立子体系的正则配分函数:

叨(刀、1产、八‘)=夕，

(3)已知理想气体的巨正则配分函数是三=exp(qe“)，又户=kT
/刁In三\ 、卜__“，、_，，，，_，、_*，、。 ，__一 ，，，、
}一耳气户] ，试址 共 分寸旧可四的r幽邵〔必‘只川 1“尔 式 :
\ Ul /声v

q二 1厂了(T)
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f(r)是温度函数。

    (1)试1妇

、一万、(;。)E一艺华
                                                Y’

，一艺、(:.)。一万些些
                              沪

出发，证明

2派 、 . 、了淤 、 二

(茄)，，，十‘伙丽)一 “

并进一步与热力学关系式比较

f衬 \ /1、「 刁P 〕
};万J 十 }二:{1二丁了二二获 }今一 尸
\口1‘/声，犷 \少/L口气]/1少J

说明什么?

    (5)试从加ltzm。。分布律出发，

      N 。， \，
n;= 分二了e一，， q今 / ，e一，

        甘 气尸

证明:

艺汕:一“砂一(i)’)朔二c.dT

    (6)考虑一个体积为V。的盒子，盒内有N。个理想气体分子，

假定这N。个分子有同等机会出现在盒内任何角落。现在观测盒

内的一个小体积。，试求在此小体积内分子数的散差与涨落。

    (7)对一个T、尸、N确定的离域子体系，可为它设计一个等温

等压系综，其正则配分函数定义为:
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                                戈 一飞 又-一叱

八口’、尸、方)二 之J之J酬谬，，‘”
                              下 J

试求此等温等压系综的刀， 及 于

    (8)题意假设同第一章习题5，

        。)设连续投掷万(大数)次，求出现奇数点和出现偶数点
，‘，、.，:_，。__1、_、，* 3、_、，_，，，，_‘
的次数一各等于十N次和子1次的几率;“护少、、人卜“’月J 花一 ，、”’4一 ，“卜J，’‘”

        的如将偶数点和奇数点看作是掷般子这一复合事件咚，的

两个偶然事件，并以。，和。2表示在工次投掷中实际出现的奇数
      、._ ，_、.， 。_.、。 . _、 ，、. ， 1 、，_ 3

点次数和偶数点次数。‘，+。，二万)，以。，(二。‘一分)和处(二。2一子  叭夕、从人‘’「‘门入人‘、、、夕、几人 ” ‘ 一’‘”~，一’“ ”’ 」“’『’一‘“ ”‘ 4

.\’)表示。，和。2相对于最可几分布数的偏差。试参照二项式分布

原理，给出此复合事件(掷一个灌铅散子)偏离其最可几分布的几

率函数。
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第四章    经典统计系综

    建立在经典力学基础上的经典统计(力学)迄今仍有其广泛应

用价值，这不仅因为利用相空间积分往往可以解决一些数学上确

实难解的问题(如配分函数的计算等)，更重要的是在逻辑推理方

面，经典统计构思独特，其想像力之丰富令人叫绝。尽管近代量子

论统计法已对早期的经典统计作了修正和改革，但寻根探源，其理

论方法依然离不开经典统宝于案臼。本章目的仅在向读者简要介绍

一些有关经典统计的基本数理方法，包括由相几率密度求导系综

分布函数以及由相空间积分求算分子配分函数。

;1 保宁力学系运动方程

    一、正则运动方程

    如式(l一3一10)一(1一3一12)所见，对保守力学系，其总能乃

被确定为:

君二君‘+v，二丫 价;，子+v，(q:，qZ⋯⋯q、)
                    毛誉奋乙‘1君k

(4一 1一 1)

120



这个能星函数通常川哈密顿(从。，“如，)函数丧示之:

六二 、氰(1;，，圣;，，·一 介，，Q.，qZ⋯⋯q、) (1一 1一 2)

因粒子间的相互百刻彩势能v，与粒子的动量无关，故可得出

摊葺\ iJ刃、、 .
芍一 {= }犷一}幸 学k
t尹凡)K/ \不凡〕‘/

(」一 1一 3)

如以fk表示势能作用于第k粒子的力，则应有

，、一 (婴)一 (华) (4一1一、)
                口q饭 〔川 k

了11了、:=，，，q、=1乱，从而

  了刀1万、 ·
一 }戈了一J=:r)k

    、口q、/
(1一 1一 5)

    式(，1一1一3)、(浦一!一5)并列，泛称正则运动方程。凡是保守
力学系，粒子的运动邹必须遵循这个方程，即

                      /泥互\ . /决互\

          {派}“q、，一(氮{一p‘ (‘一‘’一6，
                      k= 1，2，之;⋯⋯ \犷

    同时，体系的能量召又被确认是正则运动方程的一个积分常

数。

    二、相体积与相几率密度

    相体积是相空间的一个局部区域，例如，对三维平动子产一空

问，在下列的位置、动量微变范围内

J，劣一朴dx，

刃一‘夕一}一J刃，

p，争p，十即:

p，一‘P，+dP，
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之~ 名十 六， p:一，p:刁一dP。

其对应的相体元六即为

                d了=汀xd夕d姗P河p，Jp:“dq·dp (4一J一7)

    亦可通过指定粒子的能量区问来划定相体积」:，如处在。、。

十」。之间的能量薄层的JT是:

      “一丁d一丁··⋯丁d了d，J:dpXdp，dp:(礴一1一8)
                                                            召‘奋a+ 山

    相体积的量纲和一般体积的量纲恤，)截然不同，即如上述的

召空间，其」r的单位是(峋，。Zsec一’)3或(J·*c)，，余类推。又根据

测不准原理，对一给定的J;，其可能包容的相胞数当然是

。:内相胞数一事 (4一 1一 9)

    推及尸一空间，倘体系中含有1个，维运动的粒子，则在下列

代表刃个粒子的位置及动量微变范围内

                  qk一 q‘十 dqk， p‘~ 仇 十 dpk

                          k二 1，2，3.··⋯刀

对应的相体积元是

              dI’=几练dP.=n执 (4一‘一10)

式中dr‘代表第k粒子在召一空间的相体积元。看来，此处已经把

粒子的声一空间和了’一空间挂起钩了。

同理，对处在E~E+JE之间的能量薄层，其

」，，(」:)一{撼，，一{.。，{‘q，⋯‘q、、pl⋯、p.v
                  J J J

                                              E一 刃于_生君

(4_一 1一 1!)

此」r(」E)包容的相胞数当为
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      」，，(」:呐撇。一卫黔 (魂一卜，2)
诚如前章所述，j’一空间的旬一个相胞对应于J个粒子集合

运动的一个“态”，而体

系的每一可及微观态也

同样能够在j’一空间中

找到对应的相点(相

胞)。山此不难想见，在

系综统计场合下，其描

述成员(体系)微观态的

了’一空间自然要同时存

在 犷个不停运动着的

相点，每一个相点代表

一个成员(目标体系)即

时呈现的微观态。倘如

图4一1一1能量曲面示意

再指定构成系综的全体成员乃系一群E、V、N守恒的孤立体系(此
类系综即称微正则系综)，由于任一成员的能量(E)都要守恒，所

以表征全体成员微观态变化的/厂个阳点的运动轨迹自必始终落

在一个能量为E的等能曲面之上。为确定此等能曲面所占有的相

体积，一般的处理是:暂假定该等能曲面是一个夹在E~E+dE之
间的能量薄层，(如图4一1一1所示)，然后再想像地把这个薄层压

到无限薄(即令dE~0)，那么，这个假想的薄层也就复原到早先的

等能面状态。定义了这一能量薄层，则上述刀产个相点就同时被限

制在该层相体积盯’(‘百)之内，而整个薄层包容的相胞数恰恰等于

该系综任一成员(体系)在E、V、万条件下的微观状态总数，即如式

(魂一1一12)所示，有

123



。(:、;·、、)一兰俨2 (4一 1一 ]3)

    诚然，与系综成员任一微观态对应的相点出现在9佃、v、J)

个相胞的机遇都是等几率的。要是再从这一能量薄层划出某一局

部区域相体积盯、，那么，被划出的刀叹越大，该」I’x所包容的相

胞数就越多，则代表上述刀”个成员微观态的刀广个相点停留在

盯从内的几率就愈大。于是，若以」城 和」刀”分别表示相空间某

处相体积」瓜所包容的相胞数和出现在」j’x当中的相点数，必然

有」gxoc」万飞为明确表示厂一空间各处出现相点的几率，兹定义

相密度D(或称态密度)如下

          d。子‘ d万产
二二二 之乙In ，一兮:了~ 二二二伙尸二丁一

  jrx~oJ]又 ‘j又
(4一 1一 14)

    D的物理意义当可表述为j’一空间某点(x)附近单位相体积

元内出现的相点数。又定义相几率密度(或称态几率密度)

      D : IJ洲尸 ， 、1乡仪
户专 一苏 今 ￡‘阴 气芍7一甲苏，= ‘“n 一下言-

      刀 drx一。曰Ix “， 」rx~。口Ix

d少

dI友

(刁一 1一 15)

    以上，」少x(或d少)乃表示在x点处圈定的相体积盯友(或相

体积元dl，x)内出现相点的几率。故p的物理意义当然是尸一空间

某点(x)处单位相体积内出现相点的几率。

    三、刘维定理

    刘维定理阐述了相几率密度在相点运动中必须遵循的规律，

这是挽业统1卜很派要的一个革本间顺。该定理有两种不同的衷球，

这里不准备作严格的数学证明，仅简略指出立论要旨以及它的实

际意义。
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    刘维定理的第一种表述是:“对保守力学系，其r一空间相密

度或相几率密度不随时间而变”，即

                  了al)、_。 二，了彻、 。
                    }于 1二0 或}于 】=0 (4一 1一16)

                    k沉/ 一 ，气次/

    理由如次，既然保守力学系的总能量E守恒不变，因而在漫

长的时间进程中，表征体系微观态瞬息变迁的相点运动轨迹自必

一直沿着给定E的能量曲面(或想像为厚度‘E~0的能量薄层)辗

转不息。而在这个等能面上，各处相胞出现相点的机会又都是均等

的。这意味着，对保守力学系，在一个山‘规定的能量曲面(或能

量薄层)上，其相几率密度(或相密度)当然要处处恒等于一个常数

C，而处在等能面两侧以外的相空间部分，则系体系相点运动莫能

到及的雷地所在，从而，其P(或功自当为零，表示如下，

户(或D)二C(常数)，

p(或D)二0，
数，，“蕊’‘毛“十‘“})
11> E 十 JE， !!< E )

                                                        (4一 1一 17)

    只要体系的能量守恒不变，该等能(E)曲面在尸一空间的位置

亦必不随时间而变。这样，刘维定理的第一种表述也就尽在情理之

中了。

    刘维定理的另一种表述为:‘“相空间相体积元在粒子的坐标和

动量的正则变换中不变”。正则变换的特性是，变换后由新坐标所

描述的粒子运动仍遵从正则运动方程。为便于理解，举例说明如

一下。

    设以2义3维笛卡儿坐标系表示三维平动子户一空间，其相体

积元即如式(4一1一17)所示

                        d丁“ d艺d鱿d滋PxdP.dP:

如将这个笛卡儿坐标系换成球面极坐标系，那么，有关平动子
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运动的”态”便将通过:、0、尹和p，、p。、p，等6个坐标轴确定。参照图

1一3一2，，、0、伊和，、;、:之间当存在如下关系:

x= 护邵左庆，o5切

夕=子蕊，‘0￡‘n俨

名二 尹广050

(4一 1一 18)

而广义动量pr、p，和p，的定义则分别是

p，二 7扮尹

P，= ，刀尹2夕

p，二In，2，‘。20价

(4一 1一 19)

且平动能。:可给出为

。一办、十枷十万凳而p。(4一‘一20)

不难推出，p，、p，、p，和p:、p，、p:关系如下:

      ， 。 、__。1、soco，切丫 2*。甲、__1
P:特 、5‘几Uc0S甲夕P，宁 {— 1 Po一 {宁甲，不 1 P.1

            一:’.一 一尹”叼}
        1 、。 、__ 。 沂CO‘U占乙砚甲 、_ ， 了CO占甲 1_ 1

P，= 叉“几Us‘刀甲)P，卞 1— JP口个 f尸一，几;」p甲之

        .:、尹‘ 、尹’‘’‘“‘}_ 1 。、_ 了占乙“U、__ }
p‘片 又co召夕夕p，一 1— lp口 1

                        气 T / 少

(通一 1一 21)

在新的极坐标中，与下列微变范围

尹~ 尹十 办， p，~ p，十 dPr
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0。 口十 do，

尹~ (l)+ 健切，

p。一~p。+ dP，

伪一‘p，+ dll，

相对应的相体积元是

dr产二d了了0了7、11、，了1、。JP， (4一 1一 22)

需加证明的是，式(，一1一7)和式(1一1一22)相等，即

                              d丁= ‘1;‘ (1一 1一 23)

    或

                d:d夕了;P，dp担p:=‘(IdOJ7冠卜dpodP， (」1一工一21)

    这就是刘维定理第二种表述的要害，下面仅对式(」一1一2们

作简单验证。

    根据多重积分原理，从相体积元d对夕六到办do帅，可通过雅可

惮(J。。玩)变换式给出，即

滋
一神

即
一彻

主
彻

击
丽

即
一加

流
一韶

滋
一加

即
-汤

走
一加

dxdyd名
J:dod甲

刁(:，y，之)
刁(，，0，甲)

                                                        (4一 1一 25)

    利用式(搜一1一18)即可分别导出上述行列式中的各偏微商

项.代入并展开整理后，即得

5乙]之0〔·05毋

5‘矛才口￡乙材甲

  〔、币户50

尹coso亡，，夕甲

沪cos05乙扩之华

一 7、5‘1之0

一尹“‘“05‘，。切一
d才d夕d之
11了诬0汀明

尹占‘noco￡沪

    0

= 尹竺￡胡吞

(唯一 1一 26)
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同理，对dP，即，.lP:到dl’rdP，印，的变换，有

dP;dP，dP:
dPrdPoJP，

刁(P:，p，，p:)
刁(p，。P。，P，)

(票){瓮)(瓮)
(梁)(念)(念)
(舞)(瓮)(瓮)

(」一 1一 27)

。、，J . 。、八口:。。，r，t币八，。，。、*孺 ，:、、，。。。。
日 J、气了1一 1一 剑 刀力U汗 山 (又丁 {叮年口 习祠以 1切沙之，1、2、王自月二少「1卜卜

                                      \“1)r/

里旦丛业玉二少一
dPrdPod浅 尹2‘乙材0

          \

(4一 1一 28)

联合式(4一1一26)和式(4一卜 27)，立见

d‘d夕d“.dp言dp，dp·
d尹dod切 d介dp刃p，

(4一 1一 29)

圣2 经典微正则系综

    一、微正则分布函数

    前面已经提到，微正则系综的目标体系是E、v、戊给定的孤立

体系。现设系综由讨产个成员构成，则其I’一空间的相几率密度当

由式(4一1一17)决定。不难设想，系综中各成员微观态瞬息万变，
从而与刀产个成员微观态一一对应的刀产个相点亦将处于不停地

运动之中。尽管在该等能面(或E一，E十dE能量薄层)的任何角落

里，任何相点的出现都是十足随机的，但总体而论，自必遵从一定

的分布规律。经典统计中，相几率密度实际上就代表系综相点的分
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布函数。囚此，如何求解尸的代数解妇1式就成了眼前一首要{〔务。

    (!)丰目儿率密度积分式  既然微正则系综中，代丧成员微观态

的任何相点都要落在厂’一空间山万规定的能量薄层上，则自式(哺

一1一15、可知

d岁一{’。、 (4一 2一 1)

即{卜何相点落在该能量薄层(。助的elt率必为1。而据式(性一卜

17、，又可得出

              1夕二:，二毕一= 共二 ‘卜 2一2)

              」汀，，:，，(。:)
此处，」j’(。E)即指夹在井一，E十。￡之问的能量薄层相体积。为计

算」j’(。幻，兹定义广义球体积

:几(:)一丁乙“1
                  n、返9

(4一 2一 3)

叮、即尸一空间中处在给定等能面范田以内(I1夏E)的全部翔体

积，由此，进一步可将以E作边界而且厚度为dE的能量薄层舀成

是该广义球的球壳，此球壳的(相)体积即等于

·、厂(。、)一‘!d:“‘，
二 」几(百一十一jE)一 」j飞(石)

一镖黔“一“‘“·“，d“
                                                            (邃一 2一 雄)

    如上，只要设祛确定j几(明函数关系，便不难由此导忠打

(。百)表达式，但这在数学上将要遇到许多复杂的问题。挤而，城以

三维平动子体系(理想气体)为例.，说明求解」1、(鲜以及衬“今列、豹

一般步骤，这在实际应用中具有普遍意义。
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    (2)平动子体系广义球壳  对包容J个粒子的三维平动子体

系，其尸空间当山3左个位置坐标和3戊个动量坐标构成。从而，定

义在11二E等能面以内的广义球体积」j飞(幻即可通过以下积分给

出

」1、(E)一丁
                  11夏K

、，，一丁··⋯丁dq，⋯‘q·dpl一‘p·
                                                            (4-一 2一 5)

此处，肉=六dy六，dP二dP，印，印:。为简化符号，兹略去下标:、;、:并

将上式统一改写成

乙1;(:)一丁··⋯丁dql⋯⋯dq3二‘pl⋯⋯dp3·

一v·丁一丁dpl⋯⋯‘p3· (1一 2一 6)

V即体系的空间体积，相应地E也被表示为

              :一共登。:
                          2‘n胃r一“

令R=(2 I，IE)’/2，称广义球半径。再定义

(斗一 2一 7)

                    p‘二(2，nE)’/2了、=R犷k “，一2一8)

则

                            dp‘= 椒犷k (4一 2一 9)

    以式(4一2一8)代入式臼一2一7)，式(4一2一9)代入式门一2

一6)，依次有

(牛一 2一 10)

 
 

-一
 
 
 
 
 
 

犷
洲艺
︺

」，、(:)一v·R、丁··⋯丁d一 d一
]30



(‘1一 2一 11)

其「}才

    = !刃衬竹K

、一丁··⋯丁d一’‘x3· (4一 2一 12)

简称K积分。不难理解，_1二式‘1‘;’‘代左了I’一空间位形夕标的相

体积部分;而尸vK则对应于动量坐标的相体积部分。K积分与E

无关，仅决定干该尸空间的动量坐标维数，具有厂函数性质。

将式(」一2一}1)对E求导，可得出

                        」1，(d忍)二 」1飞(E)JE

                            =1’”K·3入’11‘(2，1‘召)(，.v/，一’)J召

                                                        (4一 2一 13)

    这个夹在‘~E斗一j封之间的广义球壳就是该三维平动子体系

在了’空间全部相点运动可及的相体积，其倒数即式(4一2一2)定

义的相儿率密度。

    1十算K积分，最简捷的办法是设定下列函数

并通过比较两种不同途径的积分结果得出。演证如下:

    。)设上述积分之E与式(，一2一卜 致，因dl’二」1飞(E)材，参

照式(4一2一13)，当有

方‘/·」了，一介一“‘“(“)““
一普，‘，/vK(2，·，““/’
K!2”(一2，、/刀)3y/，j’

尸尸召E(3y/卜1)dE

掣+1) (、一2一1、)
  乙 j

介
﹄
几
.州
\ 

 
十

入

一2

Q
d

- 
 
一一

 
 
 
 

砚
 
 
 
 

n
曰 
 

石
从

 
 

数
 
 

函
 
 

厂
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、
少

 
 
 
 

几
 
 
 
 

f

 
 

尸

 
 

式
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代瞥十，)一!戮， (刁一 2一 15)

的直接山广义坐标积分，仿照式臼一2一6)表示法，则

方一“，一方一‘q，一‘q飞二“。1⋯⋯‘p3·
                                                      (1一 2一 16)

作为近独立子体系，q，与E无关，且p‘各自独立。于是，上式积分

给出

              厂一、，，;， ，，、尹、f一 ，声p若、，
                  }e声￡dl，=1/vll! exP(长竺)d仇
              J。一 老剔 -一 ‘、2，、，一

            一J二(一架，3·/2 (“一卜‘7，

显然，式(礴一2一13)与式(1一2一!6)必互等，山此解得

、一产/z/，丫琴+1)
                \乙 /

    、、，，，/3万、.= 汀 ，尹一/1一二一 1!

        ’\2 /-
(遭一 2一 18)

    总之，对一个E、厂、了给定的三维平动子体系，其尸空间广义

球即等于

                  」1飞(E)二 V夕衬”vK

一’产’(2耐，“’/2/(譬)!
                                                      (4一 2一 19)

    为检验以上结果，试考虑一极端情况。设那=1，则对应的相空

间即蜕化为平动子刀空间，体系的总能量亦同时变成了单个粒子
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的能量。‘。以‘」j”(。。)几友示处在。‘*·:，一卜j￡能量薄层相体积，沿用式

(d一2一!，)并留意，(普十，)一扣‘’，得

        」，1。，。。一，之一/，1(寻+，)
    4。， ，、、

二二二 代二-1厂了‘Jrt
      荟

(读一 2一 20)

」，1(。。)一、/3，、(2，、。‘:、‘/2，、厂2/，1{粤+:
                                                    、 乙

二 2汀1/(2，祝)‘/2。‘，/Zd。 (4一 2一 21)

除以护(三维平动子相胞)，再想像将能层的厚度&压至无限薄，

就得到处在几一气十女微变区间内的扣胞数

一(￡)J犷一2·，2(架)’‘’?，/2“￡‘“一2一22，
此与式(2一4一10)表示的完全一致。

    二、状态函数的微正则平均

    在经典统计场合下，体系的物理量一概被看作是连续变化的。

今设A为某状态函数的随机变量，则注的系综平均当山下式给定

“一):、岁一丁:、I’ (”一卜23)
    原则上，积分遍及整个相空间，但对微正则系综，因越出等能

留)面以外的相空间部分均是库二0，故山式(4一2一23)即得
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:一、{;dl一下一苏万!，、jl(4一2一2:)
            J 厂 」j 气口肠夕J JE~0

这就是状态性质微正则平均的一般积分式。

(1)万  据上式，则有

。一赫副‘严 (4一 2一 25)

E既守恒不变，所以

一逆一{
」j’(jE)J。:

dl’二 君 门-一 2一 26)

(2)及    对微正则系综，体系的墒平均当可表示为

、一k丁厂八，少。d少 (4一 2一 27)

    不言而喻，这里的少 照样丧示系综中一个相点出现在I’空

间某一相胞的几率，参照式(确一1一】3)，对三维平动子体系，当有

        少布瓜贵诃-
代入前式，立得

  h飞v

」1’(J百)
(4一 2一 28)

、一、丁。，】·(万湍了)、‘·
  一芍瓷面，·(百湍了汀‘产:
  一、1·瑞漏 (4一2一29)

    现在面临两个问题。首先，上式中的盯’(JL’)是个极微改变量，

克服的办法是考虑到该广义球壳」1’(dE)和广义球J几(E)的相体

积都是宇宙般巨值，一但取其对数。两者栩差也就不显著了。亦即，

    ·13车，



类似于撷取最大，而原理，尽可使

11飞」j’(dE)一卜}11」j七(E) (4一 2一 30、

这祥一来，计算111刀飞(助便不困难了。

    其次，倘若日标体系是一个山刃个全同粒子组成的离域子体

系，述必须对式(4一!一13)作出有关全同粒子不可分辨性的修正，

具体措施即除以因子刃!，李鸳原因「J明。

    综上所述，式(斗一2一29)最终的表达应当是

          了_lj、.(E)\

“一‘”“{一砰万) (4一 2一 31)

验证如下:以式(4一2一!1)的 jj’8(幻代入，经一番整理并注

意、‘1‘一“一寻“‘，，，。一‘·(鲍分鲜)3厂“，《‘飞一箭，即可‘”出

、一粤刃、+、，。!一，/1̂，{;2禁丝)3y/“
      乙 匕 长 左一 /
一 们n万

    灯

‘了一卜湘中 (1一 2一 32)

一眼一普出，此结果与应川量子沦统计法得到的毫无二致。

    三、微正则配分函数

    经典统1卜‘}，，配分函数的求算自然要山栩空间积分得出。为随

于与量子态求和的中识别，这里，姑11以2表示按纯经典统计算

来的微正则配分函数。据定义

2二 } e声gJI， (丰一 2一 33)
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E既恒定不变，故必

2一了d:、，1一。了，(《，:) (，一2一3刁)
    这里的」r(dh’)当然就是前头所讲的以E为边界的能量薄层

相体积。鉴丁配分函数是一个与研究体系微观态(相点)tl;现儿率

相关联的状态和，而在微正则系综的r空间中，处在等能而两侧

以外的扣儿率密度p又全为零。为此，倒不如索性再仿效式(4一2

一30)手段，以广义球相体积代替广义球壳相体积，那么，上式积分

便被改成为

:一于:J，，一。，;(、) (4一2一35)

回顾式(」一:一1;)，因知K一二，、/2/{掣)!，:一粤二:，。，·_
                                                \ ‘ / 乙

‘3v/2。从而，借助斯特林公式(澎!=万”/尹)，最终可导出

‘一P’“’v(2一E，”·/2/(譬)!
=落/，(2幻n孟了，)“万/2 (1一 2一 36)

    一目了然，比起式(2一2一]0)的小，恰恰相差h切和N!这两个

有待引入的校正因子。话说回来，尽管经典统计有其自身缺陷，但

一经量子力学改造后，其理论方法仍可继续发挥作用。

咨3 吉布斯正则系缭

    正则系综的研究对象是热力学关闭体系，为确定代表系综成

员相点在相空间的分布，可设想将原来的研究体系连同其热库统



包闭合构成一个大孤立体系。再山如此闭合起来的大孤立体系集

合组成微正则系综，然后寻求这个

(大)微正则系综的几率密度分布函 _ ____________
数。 ! 1

    一、相空间正则组合

    如图4一3一1，设原初研究体

系含泞个运动白山度，面热库的自

山度数为R(=。一。)，。即大孤立丁本

系的总自由度。就这样，对应的厂

R二 凡一 召

空间当成2。维的，其中2、坐标袖 图4一3一1由关闭体系连同热

属于研究体系，另2(“一、)个坐标轴    库闭合为“大孤立体系”示意

归热库的。相体积元可表示为

Jj飞=(Jql⋯⋯Jq。·dp:⋯⋯了1)。)(心lq十，⋯⋯dq。·dp，+，⋯⋯dl)，

二 d八 ·dj’ (4一 3一 1)

    此式示出，对应于大孤立体系1’一空问相体积元dj飞可分解为

各表征原研究体系的和热库的相体积元(即了八和打’:)之积。
    以E，和E*依次表示某一瞬间体系和热库的能量，其和即大

孤立体系总、能量E:，且恒为常数。山于热库极大，满足价>>E，，故

可认为

                          E，二 E。+ I1’;立 E， (丰一 3一 2)

    这是预设立的条件。现想像系综成员总数为刀，仿效微正则

系综处理法，同样假定在j’空间的E‘等能面上存在一个L’t一‘E。十

dE的能量薄层。任何时刻代表系综成员微观运动状态的相点皆必

全部落在此一能层区域(或表示为凡(封。十E:雀E‘+dL’)之内，其
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相密度刀及川儿率密度p可分别定义如下:

d、厂

d八

  己_厂

11八 .了1饭
(4一 3一 3)

d少

己八

d_厂 1

_矛一 d八 ·dj诀
(斗一 3一 」)

勿庸赘述，这里的p或D都要泞合如下分布条件:

”(或”)三‘，“:气圣._卜。价_拼“‘十J价
        = 0， 丰目空}正习J篓旅司3少全 )

(斗一 3一 5)

山归一化条件

丁d夕一丁川1:一、丁dz (4一 3一 6)

井借助J一义球溉念，可得

、二。一旱一 节共石一(」，:(。。:)一，
                    } 。r， 」 才八 U乙 少

                    !JI
              J

                        J君

                                                          (魂一 3一 7)

式中，」八(JE)表示处在E‘”E‘十jE之问的能量薄层于!1体积，而八

(E)贝」代表以E‘为边界的广义球于!J体积。

    二、吉布斯正则分布函数

    山上面给出的儿率密度表达式，即可进一步确定研究体系的

状态性质平均值。以注表示研究体系装一状态性质随机变量，那

么
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、一伽，，‘一二、翩丽一!。‘、1‘了了、 (1一3一8)

    不言而喻，平均俏又当然只与研究体系的状态有关，从而上

式‘1，与热库关联的相空间积分部分自必遍及热库能量变化的全部

范围。或者说，

此不难导出

!“‘·。勺积乡于限应“些”·(“‘一E日)一(E‘一E·，十。“，贝“

!’“‘，，一」‘，“(E，一E日一}一。刃)一」‘、(E。一“·)
}j，‘1(百‘一 方‘)j刃 (4一 3一 9)

此处，」j’;(刀‘一E，)乃指以热库能量E*(=E‘一E*)为边界的了’空1可

广义球相体积。以上代入式(魂一3一8)，立见

。一而;:{“‘、(从一姗Ad‘、
    f 」j飞(万，一 刀).，_

二 IA — 二— 二一Jj’
    ‘) 」j飞(叮，〕

(4一 3一 10)

如上，」]从(E，一E。)/‘!j飞(刃，)相当丁热乃:的J一义球壳与大刀〔立认二系

的广义球壳之比，兹以户;标识之，得

」j”、〔万‘一 E‘)

Jj”，(刃)
(4一 3一 11)

故一有

、一{·1。‘1“ (牛一 3一 12)

这就是经典正则系综状态性质平均位的基本方程。其，}，p，事
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实上表征了在与大孤立体系相对应的1’空间中，相点分布的几率

函数。吉布斯最早指出，户，具备如下函数式样:

P，特 e梦。e尸E (4一 3一 13)

式!}!，刀仍为一赤，而二贝J又，应于研究体系白勺某一状态性质。为明
确岁之究竟，试将丁p，dl、归一化

丁。召“;一介一““一，(”一3一，“，
设ev’与积分变量无关，于是可得

{·““、
(刁一 3一 15)1

-2 
 

一~

此处定义

:一丁e斤E“1、 (4一 3一 16)

形式上与式(搜一2一31)相似，并称之为研究体系的正则配分函数。

将式(」一3一15)两边取对数，有

少 = 一 InZ (4一 3一 17)

回顾式(3一2一29)，了一告，·*，再设定‘，。当于*，那岂不

尹一严一合
(魂一 3一 18)

  换句话说，岁察赋体系自山能性质，其功用可与万并行。

  联合式(1一3一13)、(浦一3一15)，又可得到
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(4一 3一 〕9)
尸
-2

 
 

一一 
 
八

既然确认2是研究体系的(经典正则配分函数，而训君又属于2中

的一个玻尔兹曼因子项，因此p，自当无疑地表示了该沐系出现策

一微观运动状态(对应于粒子的总能量幻的几率。

    三、内能与嫡平均

    以上证明了乃实际上是经典正则系综几率分布函数，故自式

(，一3一19)，体系的内能平均当给出为

。一丁，少。一“、

  一{，竿。、一‘(4一3一20)
    又参照式(3一2一?6)，今知，).与少(幻相当，于是对经典正

则系综，体系出现某一微观态的嫡当可友示为

5=一 几Inl，: (斗一 3一 21)

所以

“一‘!。·，J”。·“‘“ (4一 3一 22)

以In户。二一刀少一百)代入，得

            广

刃一‘」厂声(了一“’”，J‘、

一、尸丁:剧，、一‘刀价剧‘、
“ k方F一 几方召 (4一 3一 23)



因万今万，万歹=1;12，所以

5=一 人八 一于胡nZ (4一 3一 21)

    需加验证的是，此处的2与按量子态求和得到的切(式(3一2

一23”是否一致?为简明起见，仍以三维平动子体系为例。回顾式
(1一2一贾7)，其积分给出的结果实际上也是式(4一3一16)的丧达。

与式(3一2一23川，的叨比较，同祥相差脚 jll夕倍，有关的物理含

意早在前头反复说明了。

圣履    分子配分函数的一汁算— 相空问积分

    采用相空间积分求算分子配分函数，分子运动的能量函数当

然是山经典力学确定，这只有在能量变化可被看成是连续的情况

下才‘适用。原则上，分子的全配分函数(此处仅考虑平动、转动和振

动)可通过刀空间积分得出。比较简明的处理是应用单一运动形态

的粼空间分别求算对应的q，但积分过程「!，，还须借助测不准原理

对经典相空间加以改造。方能导出与量子态求和一致的结果。

    一、双原子分子的q，、q，和仇

    (!)7‘描述三维平动子的刀空问是6维的，包括三个位置坐

标(:、夕、:)和三个动量坐标(p:、p，、p:)，其

::一共。p:十p:+p约
            乙1“

(牛一 丰一 1)

故叼:的积分式为

·112·



。。一告丁丁一’丫{了丁丁丁;e，‘。，‘p:‘p，’“·‘“““，)·‘p，‘p:
(4一 4一 2)

    此处，积分限一C。~0二指动量变}匕范围，而“、b、。则对应于平

动户容器的三个边长。粒子的位置与其动量无关，式(4一4一2)可

{;了变为

、‘二·告且dx且、上。犷_e一和叮dPx
·卫。一:/2一“11，·{了_一，‘2，舌“。:‘”一”一3，

式中，各工’二e一介2“诗了、·积分完全等同，又二“一卜，所以最终可
布导

。，一宁叮了丫r一叮/2一“‘)·」3

一，/挤竿旦)“/’
    旱期的经典统计，、，表达式被给11}为12(2，，;。孟7’)，‘，，(未经1则不

准原理修正)，与量子态求和结果栩差尸倍。尽管护自身是个常

数，夕，当‘1，有它没它对体系热力学性质改变量的1十算并不产生影

响.}IL在绝又寸嫡的1平估‘!，，刀}1就不可忽视了。

    (2)qr按球面极坐标，双原子分子的转动能函数是

/一剑、一卜;周 (魂一 1一 嘴)

角。及甲定义见图!一3一2，其变动范旧分别为0一二和0一，2二;p，

·1」3·



和p，各表示与。或沪对应的转动角动量分量，定义如下

P。片 ”护若0

p，=科r若5:。’0势
(」一 1一 5)

描述线型分子转动状态的召空问是 」维的.q，积分式丧示为

。，一蔚:丁丁了J了一”‘p了十p二“‘“’‘’‘’“p沙‘p·‘”‘沪
(1一 4一 6)

    关于对称数的经典解释是，若转子(分子)有一根通过重心且

垂直于键轴的对称二重轴，则在户空问‘!，以。、切、p。、p，表示的一个

相点与由，一0、，十沪、p，、p，所表示的另一个相点实际上都属于同

一转动态。也可以说，当转子绕轴旋转180”时，其微观态不变。从

而，式(4一4一6)的q，只能取其积分位的一半，即a二2。诚然，如转

子不具对称性，则a=!。_!花式的积分结果是

。r一蔚:’、可了_一:/2了打·‘;)丁丁丁一:/2‘⋯’“了·“‘，·‘“
一翩·)(、 )J:行*双叫

  一(碧笋)
    这与按量子态求和的结果也完全一致。对实际的双原子分子

或直线型多原子分子，除非体系的温度很低，其转动能变化的经典

条件一般都容易满足。

    (3)q。 谐振子能量函数包括了动能和势能两个平方项，如式

(1一3一 15)

1、14



。厂=于汉一干一卫从‘广
      2扛’一 艺

、二。一，。，即派动偏离找平衡位置的位侈。谐振子的召空问是二维

千内·、求积女1门了:

        、。一封丁丫丁一、一‘p:/全·“’‘’/“)·“pJ‘·
        二二衬__、一，/，一“可二。)一”·’/2汀‘·
          一十马、户不丽.J、万蔽不了 (‘一”一7)

令/一去、反下，即得价的经典“达式
        孟7，

，=厂 (1一 1一 8)

    实际的分户振动，其振动能的肇了化通常都比较明显、因此，

式(1一1一8)，}ri也JI}、、飞!1刁很受!q之制。{又当体系处于足够高1益时刁‘近

似)Jt盆。总之 采川经典的振动配分函数要特别宁1三意温度条件。

    二、刚性转动的lir

    1}百线塑多原子分子有三个轶动rl山度。通常都把此类分子

的转动近似斤作是刚沐车心动。在怕卜儿坐标，!，，经典的刚体转动能

函数被友示为

。，一李:帕、+毕。:，、+知、 (1一 1一 9)
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    参照图4一4一

1，上式中叭可解释

为刚体绕艺轴旋转的

角速度分量，而1二是

其转动惯量组元。对

。，、1，等，类推。据此，

整个刚体就被想像为

以质心为原点绕着相

互垂直的三根轴进行

旋转。在图搜一」一1

中，如将分子质心置

于坐标原点，则可推

出

图4一4一1 多原子分子转动轴示意

一 Ij，

1，，

一 1，二

一 L

一 l，z

  1::

(1一 」一 10)

 
 

2

丫
1

了
1

1

一

一 
 
 
 

一一

1‘·1，·1:简称转动惯量积。行列式，1，，各矩阵元定义如下:

L‘一万In‘(对一卜.

1，，一艺m‘(式一、动

1::一艺，n‘(，之+，母)

“，二乙，，，‘，、，、

L:一万m‘扩‘

L，二万川‘爪‘k

(1一 4一 1!)



    以上，川，是分子「1，第k原二r的质量，而:、，y、和:‘依次表示k

原子的，、夕、:坐标。利用分子对称性、总可选出一个合适的坐标系

(x。，，’，“。)，使式(浦一魂一10)右方所有’一}}‘又、t角矩阵元皆等于零，即
                      1。，，= 10，:“二1。_二导 0

山此而有
                    1，·1，·1。=1‘，::·1。，，‘10:: (1一 1一12)

并进一步确认

(1一 1一 13)
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了
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月
胜
‘
.
了 

 

“

”

筋

︸困
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一一

一一

    例如，”才0分子有一根二重对称轴及两个相互垂直的镜面。已

知0一”键长:二9.7又】0一，。。。今使分子通过了轴(见图1一4一

2)，而xo和犷则分别亚直于两镜面。经确定，各原子坐标如表4一4

一!所给。自式(1一1一}1)可算出

              1:二1;，=102，义10一”K夕·，，‘，

              1，二1;，==2·917又10一”K;·，，‘，

              1一 1一片1.921丫10一17Ix’夕·，，‘2

及

                11，1:“5·85火10一川K夕·1，‘2

  表 1一卜一1

原..子 1’，

H，0原子坐标值八0一’“，。

夕’ 公.

O 一0.656

0 5.2 11

0 5.21该

  H(1) } 7.695 ，

一而万._士万而菇-片
1 17



    有必要指出，直

接利用式(篮一通一9)

来进行 夕，的相空问

积分存在许多麻烦。

一种巧妙的办法是通

过欧拉角坐标变换。

    什么是欧拉角?

图 1一4一3示出以刚

体质心为原点建立的

坐标系。其中，(x、;、

;)系固定在空间不动

H(2) H(1)

图 4一」一2 水分子的原了坐标

的笛卡儿坐标系，而(X、Y、2)则为固定一在刚{扣}‘的主袖系，可随刚

体旋转而改向。刚体的三个转动队量组元1‘、1，、1‘即山主袖系现

定。

    图」一t一3中，

口八是叼平面与xy

平面的交线，叫法线。

各欧拉角定义如下:0

是空间坐标;轴与主

轴系2轴之间的夹

角;必是法线瓦可与空

间坐标系扩轴之间的

夹角;护为法线石了与

主轴系灭轴之问的

夹角。0角的变动范

围是 0一二，而 必及 护 图 1一1一3欧拉角坐标系

的变动范围均为0~2二。在这样的坐杯，!，，不1仑刚体怎样旋转，都

    ·148·



可通过0、小和护来确定它相对于空问坐标系(:、鲜、:)的取向。说明

如一1之。
    开始，设空问坐标系(x、军、:)与刚体1二轴系(x、Y、2)重合，则

如图j一确一《的所示，思像让主袖系2轴顺时针旋轴必角，旋转

后主轴系的位置以f、了、厂(对应于x、Y、2袖)衷示。

2(k) 尸
以幻 护 卫勿)

X(忿)

义(:) Y(夕)

X(1)

                                                                                N

                      扩 [，l

          图飞一」一」 欧抽角旋转示意

再令X(‘)轴顺时至十转动。角(图1一4一4(b))，三匕轴系移至犷、

                                                                    ·119·



了、f。接着又使2(k’)轴顺时全}旋转动角(图，一礴一」(。))，则主袖

系最终位置落在X(1)、Y(J)、2(K)。经过了此般操作，原先与空间

坐标系取向一致的刚体主轴系便被旋转到以0、，1)、护表示的状态。

总而言之，这个刚体的任意转动都可解析为按照上述三个步骤连

续旋转，其旋转角即山。、叻、劝丧征。不难证明，当刚体循图」一4一

4方式进行旋转时，其坐标向量的换算确定如下:

CO泞动

5乙，之必

一 5乙矛J必

  C。、，1) (4一 4一 11)

  0 0

co50 一 8乙刀0

5乙1矛0 (、050

(4一 4一 】5)

cos动

5云n护

一 邵。护

c，J“护

  0

(4一 4一 】6)
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夕

根据以上欧拉角坐标交换，便可将刚体转动能函数衍变成

  ?一壳(⋯*·p夕+器‘，)·一“·p，，，’

+立(一*·p，一器‘p一 “·p，，，’+炭p‘
                                                        (1一 4一 ]7)

式中，p。、p，、p，是分别与欧拉角0、，J)、护共扼的角动量，定义为

p，=1‘(必5。，，0·5。。护一卜沙。、0，护)5‘no·5。，，护

  +1，(必、。、0·co种一。。‘，，劝)5‘，递。·co卿

        +1:(咖050十协)〔、。50 洲一 4一 18)
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p。牛Ij(‘1，夕‘，，0。吞。。军。+0(10、护)co占劝

    一1，(功，。，，0·cos护一0。‘，。劝)5‘，，护

p，“ 可‘(咖。刃十 妇

(」一 」一 19)

(4一 、1一 20)

在以欧拉角坐标系表示的川空问‘1，，上述刚体的相体积元是

了:’= d/)d了以户11)。‘11、，，Ip， (4一 1一 21)

为简化积分，兹定义

PI二

pa =

。·，。·p。+瑞‘。一。·泞”·p，，

一，，·p。一器‘!)一。。‘·p，)
p。二 p护

                                                  (4、一4一 22)

再以1，、1，、1。依次替代1，、1，、1_，代入式(4一1一]7)，则有

。，一干pl
          乙1饭

(小小23)

而按照这个能量函数建立的相空间，其相体积元也相应地表示为

了r= dod弼州p:叮1、adp。 (4一 J一 24)

    可证明，新定义的相体积元(dr)动量空间(dp，即，dP。)与原相体

积元臼尸)动量空间((!p刃p砰p，)存在如下关系:

己1)，、。·了p。一赢，1、。J，、·了p， (1一 4一 25)
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    此外，对实际多原子分子，同样会出现对称性问题，这在积分

过程中仍以对称数a关照之。于是，对具有三个转动f川1度的刚体

运动，其转动配分函数q，积分式可归结如下:，

qr一脚川{。户rdod、卿而亦
一脚川{。一、。、dod、帅‘而瘫
一赤{了一;/22‘打·“p丁:一;/2了一岔p，

  犷_e一和俨dPe止广尤‘邵““、
一赤(2汀1·、:)!‘2(2汀:·、T)1‘2(2汀1·、:)·‘2(2·2汀·2汀)

一书 等二兰二卫丛丝
    此式适用于任何多原子分子的转动，式中a决定于分子几何

形状，表4一4一2列出某些分子的a值。

    三、分子内旋转的如

    内旋转是多原子分子内部的一种特殊运动形态，意即分子中

两个基团作相对运动。例如，乙烷(C H3一CH，)分子的两个甲基会

绕着它们共有的c一c键轴相对地旋转，就象栓在同一支架上的

两台风扇。当然，要是分子中两个基团之间是以双键(如CH:=

cH:)或叁键(如cll二cH)方式联结，那就不可能出现内旋转。也只

有以单键方式联结的两个墓团，灌‘能相对地转动。
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表」一飞一2 某些多原子分了对称数(a)

、.‘元封丫

乙，22
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图卜一4一5乙烷分了内旋转示意    图卜一4一6乙烷分子内旋转势能曲线
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    内旋转即为分子的一种运动形态，一对墓团的tll对转动就要

占用一个运动白山度。但山。个原子组成的分子，总共刁‘有3lt个

运动自由度。在气态分子场合下，3个平动和3(或2)个转动白llJ

度必不可少。因此，倘若分子中存在一个内旋转，其对应的运动自

由度只能是从振动白山度蜕化而来。涣句话说，分子的总自山度不

变，但出现一个内旋转就少了一个振功自山度。好比乙烷分子有3

义8个运动自山度，除去平动和转动外，尚有 18个自山度，但在光

谱实验中，仅发现17个简正振动频率。山于红外光谱不能产生内

旋转潜线，预料那个“失踪”的运动自由度已变成分子「}，两个CH3

基团的相对旋转了。

    务须指出，分子内旋转并非绝对自山。以乙烷为例，当图4一」

一5‘}，的cH3一(1)相对于一CI王3(2)旋转时，必受到一个势垒阻

碍。显然，此cH3一的c一H键与彼一cH3的c一H键总存在或强

或弱的相互排斥，其排斥势能丫与两者的相对交错角尹有关。图

4一4一5中，当尹=0时势能最大(7”，、)，这相当于前后两个

[H H飞 [}1 HI
} \/ 1 { \_/ !

}丫1“齐;而尹一‘邝，即两{丫}错开60’，势能最
L H 」 L H 」

小。甲的变化范围是0一2，，丫随沪的变化关系是

__，、 少 ， ‘ _ _ __、
7 (沪〕= 气护二(1+ cos3伊少 (4一 4一 27)

                      乙

图4一4一6描绘了乙烷分子这一少”(叻函数的周期曲线。如

定义侧二粤一，，上式可改写成
                        O
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，(，、卜夸(:一3、‘)
二，一，:。。邝侧/2) (4一咬一28)

    图4一」一5‘}，示出了叨与州的直一现表象。内旋转的能量函数

亦应包括旋转动能及其相对的阻碍势能，即

。一炭p:，十少一(、， (小一 1一 29)

p，和Lr各代表内旋转的角动量及其约比转动惯量。就同轴对称陀

螺的旋转(如cH，一c卜13)而言，有

  111，

1，+ 12
(4一 4一 30)

1:、【:即分子中绕键轴作相对旋转的两个基团的转动惯量。

    式(4一小一29)具有普遍意义，作为一般性讨论，大体可分为如

下三种情形。

    (1)阻碍势垒明伸)接近于零，或当体系处于较高温度状态，

满足少”n‘<<k7t。此时，分子的内旋转可近似视为完全自由的。例

如，二甲荃锡(CH，一Cd一CI王3)就大致女【】此。

    自由内旋转配分函数佑，很容易通过相空间积分得出。据式(‘

一」一29)，设势能项为零，则

，，一刹丫_仑一和二‘、
丝(全翼)’‘’
口.，\ “一 /

(4一 4一 31)
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    此处，。，即旋转基团对称数，如系陀螺状CH3基团，矶，=3。

    (2)阻碍势垒非常之大，致使荃团之问的相对旋转山于越不过

森森势垒而“委屈”地游移于势能的最低点处。从而有*。’(3训/2)

兰(3州/2)2，代入式(4一1一29)，得

                            1 .，. 1/9_，\
                  乙，=不下p吞十音}音份初1侧“ (了1一4一32)                      21，t一，‘2又2一‘一厂

    看来，这与简谐振子的能量函数(式(2一5一7))无甚根本性区

别，意味着分子的此一运动自山度实际上已衍变成扭摆式简正振

动。扭摆振动的配分函数形式上与谐振子q。表达式相似，其扭摆

基频，)，一最了少”从/21，
    (3)势垒高度不大不小，这正是最常遇见的情形，乙烷分子便

属典型一例。由于式(4一J一29川，的少‘(州)项不好轻易简化，而

严格的数学处理又十分困难。所以，有关这类阻碍内旋转的理论计

算只能采用近似方法。前人曾在此方面做了许多工作。其中以皮

策(彻，)的数值求解结果最佳。
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习 题

  (，)一维平动子的经典能量函数是?一六p;，而根据量子论，
则￡一磊护，叹一!，2，⋯。试在此二动子的，空问中画出与”及(·
+})对应的两个等能而。(，，p’)。少万if算夹在此二等能面之问的相

体积和此相体积包容的相胞数。

    (2)试从式(4一魂一1)演证，在球面极坐标中，三维平动子体系
的能量函数可衍变成

?‘一合，·(，:2+7。竺‘一+，一。·、2)

一六(p:十告1、十万奈云p:)
pr、!)。、p，定义见式州一1一19)。

    现设平动子被局限在半径为“的圆球容器中，以，、0、沪及p，、

p。、p，构成平动子产空间，求算配分函数，‘。

    (3)试山玻尔兹曼分布律导出麦克斯苇速度分布律，并计算气

体分子的矛八尹价及最可几速度。，，。

    (1)试证:对正则系综，体系能量处于EJ和万状态的儿率比为

誉)3’‘’二’‘气一”
    (5)设水分子在二维相空间运动，H，0的平面与二维面平

行，，求

        。)二维运动的水分子之9，、q，和q。;

        b)绘图示意二维水分子各简正振动模式;

        。)二维水分子的转动惯量1。

    (6)氨分子中，拐一H键键长为0.1 0 11。，n，键角乙HNH为1 060
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」7‘，试验证:NH:三角锥体的高人二0.0381，之，、，底面边长。二0.

1628。，而垂线与三个棱的交角成67’56’。1十算氨分子的转动惯量

组元1，、1，和卜及其积1.;1，1。。

    (7)乙烷分子中，一Cll3基团的c一H键长，、=0.1 095，，。，

乙HCC键角为1 09028‘。计算

        。)一CH3基团旋转的转动质量1，及乙烷分子内旋转约化

转动惯量。

        b)乙烷分子的内旋转能和墒。
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第五章    简一单体系

    本章准备应用系综统1}·云寸1色一些只有普遍意义的简单体系。

“简单”二字主要指暂不号虑体系‘}，粒子问的相互作用，井包括研

究对象的理论模型已作了尽量简化这层意思。此外，在方法上则视

问题的性质、特点而决定采取正则系综或巨正则系综处理之。

釜1 理想气休

    一、化学位及其标准态

    设有给定T、v、万条件下的理想气体，自式(3一2一32)，其分

子的化学位

  1_ _ ，.，，，1_ 叮
1‘ — — 几二 llles了丁

                      _、
(5一 1一 1)

若以q。表示指定分子基态能量为零的配分函数，则据式(?一

2一7)

口“ qoe脚。

又厂一竿，故可得，
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2汀1，‘人7·\3/2
qo= qo .q.o1，0= 元丁一{夕。·‘，。

巡{里三共旦
  F 、 刀-
宁。.，，0 (5一 1一 2)

了
了
1
.、

干

，

式中外，，。乃分子的内配分函数，它是7。‘!，括出平动配分函数项(q。)

后的其余部分，即外，=、，·、。·、。·、。⋯⋯。再定义分子的标准配分

函数

“。。一“，，(镖旦)“‘’。一，。 (5一 1一 3)

    这相当于标准状态下，一摩尔气体吟，一个分子的配分函数。式

(5一1一1)可衍变成

“‘一“，ln睽
一好，·(留)+仔lllP (5一1一」)

热力学‘}，，粼的单位是j·，、2一’，上式乘以了。后即得

、一了。、，一R，，，·(留)十”，1，11，
今 召0一+R7’ (5一 1一 5)

产0二一 孟Tlll

In夕

qoo。
(5一 1一 6)

召。即化学位的标准态。

    以上表明，只要给出分子的qo砂。，便不难确定该气体的矿。然

而，山于基态尸。绝对值尚不得而知，故实际上矿的绝对值还无法

宝}·算。
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    二、气体的热容

    据热容定义，又寸Jt!‘想气体，从式(2一1一12)出发即得万、、的统

计人达式如一丁::

币一(刹。
  一都、‘侧翎一

:一:人、:，(擎{、一:、:，?
          \ (1老 /‘
竿 (5一 1一7)

    同理，可利用配分函数的析[[l子日_质将体系的热容分解为各

单一运动形态的贡献之和。山一J几分一J气，}，的电子实际_L都处于荃态。

寻常的温度变化对它不起作!}!，_上式沙。可认为仅含平动、转动和

振动等三种运动形式的热容，分别为

。‘，，二粤。、
乙，二人左 (线型分子)

  一粤入、(一、线型乡，子)

乙、一。‘:斗 (双原:分子)
(5一 1一8)

J子e‘
只下几丁拳竺六刁

  仁罗rL尸一，一 1夕-
(多)以子分子)

了。二加从T

就双原子分子而言，其摩尔热容即给出为

    柳二碑.‘十砰，r十砰、。

一
  3、 _. .、 劣2产

:二二二汀一于打~于一打下一二~一;下
    乙                          又公-一 1少-



碑二碑十儿 (5一1一10)

    对多原子分子气体，其碑表达式亦不难如法确定。

    式(5一、一9)右方第三项，即分了振动对体系热容贡献部分

(振动热容)，显与温度有关。图5一1一1示之11彩孕，。(7’)的变化!111线。

高温时(满足:《1)，铆，。趋近经典极限放R;而在低温下(x》1)，

卿，。一，0。一般双原子分子的振动特征温度0。都很高，故在通常温

度条付下，体系的振动热容项实际_L可忽略不计。但在多原子分子

气体场合下，因分子‘}，含有(3。一5)或(3”一6)个简正振动，相应的

振动热容即等于各简正振动的贡献之和，其铆卜。给出位匕1然比双

原子分了的大些。

高温经典极限

叫
\‘.芯

            0‘曰‘二-~‘-一~一一一‘-一
                        0.2 0.4 0 6 0.8 1 0 1.2

                                                    州氏

                图5一1一1 双原一了分了振动热容曲线

    式(5一1一9川‘，转动热容的贡献部分(碑，。二If)乃参照。，的

高温近似式得出的，与经典统计的结果相一致，这仅在T》0，情况

下才成立。双原子分子的砍多数仅约几度(左)，上述q，采用经典

近似一般没有问题。但个别的，如氢(H，)却是一个惹人注目的例
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外。

前章己对氢的星热墒’。统宝1墒之问(fx在明显偏差”:tl}解仔。

闷
\卜
宁危

表现在转动热容

方面，氢的 即，r

(7”)也与氢中存
在的正、f‘朴氢t七

息息相关。

    已知普通氢

，}，同时存在正、

仲一二氢、其高温

状态下的平衡比

P一HZ/o 一H才兰

】/3。山于正氢与

仲氢的转动量子

数取值方式不

      0一 100 200 300

                                                  沪/K

        图5一1一2 氢的己，.~犷曲线

(“)实验的，同时也是按式(5一1一13)计算的;

(b)由式(2一礴一12)表示的q，按逐项求和计算的;

(。)假定。一气:与尹一，1:在各温度达成平衡计算的。

同，对应的转动配分函数当分别表示为

q，(0)二万 (2，+，)e一，‘J‘一，)“，‘丁(5一1一川
              J二宝，3.5

、，(，)二艺 (2，一。})e一，‘，+’)‘·/‘(5一1一12)
J=0，2.4

    此处，转动特征温度咏高达85.38It’，以上两式当按逐项加和

计算为宜。

    既然，在整个变温过程中，氢的正(75%)、仲(25呱)比一直维

持不变，把它作为“棍合物”看，则氢的转动热容当山下式所示:

御，r一华铆，(o:，。一牛柳.，(力 (5-1一，3)
                    ，百 1
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甲狱
.
之
竺忍

    据式(5一1

一1日及式(5一!

一】2)，采用严洛

的逐项加和分别

导出子P，(。)事日

砰，，(，)，然后，1}·

算不同温度下的

种，，泣。其结果与

图5一1一2‘}，的

实验曲线一}一分吻

合。图‘}’，同时示

刁e/沙

图5一1一3 No的《;，，，一兴曲线

出假定。一H，与，一HZ可发生如式(2一5一10)那祥的相互转化，

并按不同温度下达成的，一Hz/o一H:平衡比而计算的碑.，一T变

化曲线。此结果与实验之不符旱在意川之「!，。

    现实件，还有少数的分子，婆冬电子能级的荃态与激发态之间扣

差很小，容易跃迁。从而此类分子‘!，的电子运动对体系内能、嫡以

及热容等就可能产生一些影响，以下，即以No分子为例说明之。

    回顾第二章圣J，NO的电了配分函数叮。给出为

  q，= 2+ Ze肠:

」r，= 11‘17，·，，。01一1

(5一 1一 14)

    在通常的温度条件下，No分子的振动实际上不受激发(队=

2600万)，愈，兰。。所以，在11·入分子，!r电子运动对体系热容的贡献
一项后，式(5一1一9)就变成

    种任成十愈，十斑。
    ·164。



          *，{塑}’
    5 、孟了)

今一不汀十 下 一下二下了又井了下场万丫
    乙 气 1十 户 ’ 1扒 吸寸一r「 〕夕

(5一 1一 15)

    右方第二项即代表NO分子‘1‘电子运动对呼的贡献部分(电

子热容愈。)，可[{!式(:、一1一一}，!)直汰爪:{1}。图5一1一3描绘了此

橄。一粉变化曲线，在7。·6、处出现一个、大。，、左右两侧，彝。皆
随温度的升高式下降而减小，直至最终趋近于零。

    为进一步阐明这一变的原因，假定NO的基态电子仅能跃迁

到第一激发态。那么，分子处在电子激发态上的几率当可确定为

，乡2(，)“=
P沙」之1

十e声」‘，
(5一 1一 16)

据此，则T一，0兀，少(，)一，。，表明全部分子的电子运动均落到荃态。

高温下，、(1、一令，这意昧着无论温度怎祥变化，集居在电子激发.叫u址” 一 、’少 2’~ ‘。、”只““’“‘’~’“’‘’一 ’目“.、’“‘~ 曰‘”、一

态上的NO分子至多只能达ylJ总数的一半。

    进一步看，式(5一1一15):}:白勺愈，项可改写为

          、{组)2
产_二二_ 人五兰止生一— 一

        (1十 e一‘嘴J刃.)(1十 e声·，七L)

一钩?习(卫佘)。 (5一 1一 17)

      、_ _ _ __ ___，_._、，_、_/及笋‘.八 ，，_，、 。，，。: 卜。_，J_
换汽刁拈工兄，C’l。，是 ‘少习(，、随磁度健 1匕率}一丁杯‘}阴由教。困此，少乏置 兮

                                                          \ 〔1迸 /

察夕(，)~了’的变化趋势，便可大f4‘解释图5一1一3的曲线规律。

    如图5一1一」，在极低温度下，不仅几乎所有No的电子都处

于基态，而且温度的微小变化也不足以引起有明显数量分子受激
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发，从而乙.。一卜0。随着温度的jl渐八高.分子，}’电子受激的势头

。
气

(曲线余}率)越来

越大，碑，同步上

增，并一直延续

到71.6兀。此时

已丫r相当部分的

No分子进入激

发态。继续提高

温度，跃迁势头

转缓。于是种，r
反随温度增加而

下降。至一定温

度下，当激发态

0.2

0一一成不一下旅一爪病
T/K

图5一1一4 NO的电了激发

            几率少‘，、变化曲线

的能级布居数已达分子总数的一半时，继续激发已不可能，

及犷‘1八 、，_、‘1、、__‘
一茸苏甲 1也 日然肛 一寸令 。

  口」 /

    最后指出，像No这类的分子，少〔电子运动对体系的内能、热

容虽均稍有影响，但这不是主要的，常温下碑，，值仅约零点儿J·

兀一’而已。

    三、多组份气体的甲及三

    (1)甲  假定气体r}，仅含A、B两种组份，并以J，、工，表示A、B

组份的分子数。则此混合气体的正则配分函数可定义为:

叨(刀、，了、万.，、万，)一艺e，‘·‘，，，， (5一1一15)

式中E。(A，刀)即体系处于量子态乙时的能量，因系理想混合，故E.
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，功即等于全部的.1分子和方分一[.务自单独存在时的能量之(.4

和
                .v刁

E。(、，。)一艺标，(‘1)汁艺，‘(·)(‘，)

二 百。(A)一卜E‘(刀) (5一 [一 19)

代入前式，经变换后有

*(“、“、人’一，、“’。)一二二‘1，￡·仁”·万。”‘·‘，”
    1(1)

二 叨:沪台 (5一 1一 20)

    显然，rf):和叨。当分别是在相同的T、!’条件下，纯，1和纯刀的

正则配分函数。参照式(3一2一23)，立得

                                  叼万， 9万，
                叨(声、。、浑.。、灭，)“.于一..井下
                                      八’讨 人抽!

推及多组份混合气体，;七正则配分函数诵式为:

          *、刀、，·、入，1、:v，⋯⋯)耳典
                                                      一蕊~ ‘、̂ 诬

(5一1一22)

(5一 1一 22)

(2)三  在巨正则系综中，_上述 畏、方二组份气体的固定参数当
是刀、1’、a篇、a。，从而

三(产，，/、。，、a。)一乙，，，、‘，一”·
                      夕;·v白

          一乙7甲、，”

.尸产.

乙*，““·夕·
夕。

二ex!、(q、eod)·exl)(夕。e口。)(5一1一23)
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同理，对多组份气体应可得出

三印、，‘、a，、a父⋯⋯)=且ex。(。、。二)(5一1一21)

且有

(5一 J一 25)少
仔 

 

一-
 
 
“

    四、混合嫡

    如所周知，不同的气体发生汉合11寸，尽管体系的1勺能可以不发

生变化，但即使是理想气体，混合后就必然伴随体系总、嫡的增加，

其净增量即称过程混合嫡」心、，定义如下:

              :、，。.:一;，‘。，一艺，，人琦、 (5一1一26)

式‘}，，孔.，、片‘、n*依次表示混合气体的总嫡、纯K组份的摩尔嫡以

及It’组分的库尔数。

口+口一[二口

图5一1一5理想气体等温混合示意
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混合摘的产生耐人寻味，尽管万是个)“延量，体系的物质数量增

多了，其墒亦自然相应增)J(1。但」呱丁却系混合物形成时的额外增

仇，也只有将不同:}八种的物质进行混介，刁‘一了了混合嫡效应，艾原因

何在?

    回顾玻尔兹受嫡公式，体系嫡的增加当归咎于其微现状态数

(口)的增加。肴来，一挤‘。，的出现亦肖定与混合过程体系内部幻的变

化丫f关。但因离域子体系微观态的实现方式与定域子体系有所不

同，故导致一挤。:产生的微观图象也迥然一仃别。这见，先号虑气体混

合炳的来历。

    图5一平一5示意滩、召两种理想气体的等温混合。以尹、、rl)，表

示棍合前纯‘4气和纯刀气的正则配分函数则有

-一。算‘_ 1!‘，，fZ二，，‘、:，、“厂，_ 飞v
甲_、一 不丁万 ~ 中霖一「}，川 一一丁丁-一{ (I. .r.冲!

          止v月二 占、_、J匕 \ ，之 I J

一.一口汀，__lr。，12二，，‘k了’、’/，_ 飞
甲召一 一不一丁一 下丁下 !r川 -一下了一 」 丫司方1

          孟、召工 蕊、台忍L \ 了‘ / 」

(5一 1一 27)

v刀

(5一 1一 28)

宁昆合后则

        }{一，厂2
叨、B幸 不~下}「}一

            丫1二匕 \

汀矛之了k2’\、/， 一Iv月 1「，，/2二，，，人7’\3了， 、1
一】 (l二，、} ‘;7下}F(一一丁犷一声」 9‘*:，B形}

  / 」 公、石1七 \ n / J

                                                    (5一 1一 29)

如图，飞产、和!’。乃乡E通和纯方的体积。而1厂二1’、+1’，11p于昆f幸气

体总体积。据万二一甲厂+孟}:飞r/，及万，，二户，+万子。，即不、r得出

」孔:，二:(一k尽2」，一卜们n卿、。)

      一(一切(2厂，十刀，)+人(}J、7)_、+In叨，))

    二:人(11、孕、。一111沪，一1，:rl，。)
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“一布L，n(下{十’n(下{」
(5一1一30)

山道尔顿分压定律，当知

飞/;

!/

    N，

万，十 、VB

    刃刀

N，十 刃，

(5一 1一 3J)

(5一 1一 32)

 
 

一一
汽
一卜

代入前式，并令N=N.，+N。，则有

JS。。。‘=一 孟(刃‘，111厂，十 刃。111了*)

      =一 八飞(厂‘，!了1了、十 犷，111，，) (5一 1一 33)

    这个混合嫡计算式与热力学导出的结果完全一致。如为多种

气体理想混合，那么，」概:，的通式是

js，。。一 、艺、*，;飞:‘ (5一 1一 31)

    自推导‘}，不难看出，离域子体系混合墒产生的唯一恨源是:不

同组份的气体混合后，分子活动的空间范围都比原来纯态时扩大

了。微观上，体系空间的扩大将导致平动能几的变小以及相邻两能

级问的差距变窄(参见式(3一J一8)及式(3一4一9))，而在等温混

合过程‘!，为了维待体系内能不变，势将引起能级分布数的变迁，其

结果必然是体系的微观状态数增多，从而总墒亦跟着相应增加。

    五、吉布斯佯谬

    设使图5一1一5‘}，4、方为同类分子，那么，合二而一之后，体

系的曾、墒是否也同时增加了呢?
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    毫无疑问，此过程并不导致墒变。或者说，把几部分处在阳同

温度(2’)和压力(1，)下的同种气讨户加f宁至!1一块，_几加合后维拈7’、1，

不变，其」‘必等J’.零。有趣的是，历史上有关此类过程的思索却

出现过吉布斯佯谬。

    在早期的经典统计「!’，山于缺乏量子论概念，对离域子体系和

定域子体系在微观态的实现方式1认{;能加以严格区别，以致在应

用川空问求算体系配分函数的时佩，就潜伏首很大缺陷。譬如ITI原

子分子气体，其经典的微正则配分函教当山式(!一2一37)给出，即

                2二「!’(2二，，苦‘，，)“/，〕，

    需1仑证的是，倘若直接采用这个式子来111算混合嫡，后果怎

样?

    按经典统1!‘，体系的墒

                          万=一 孟/tI 一卜川日2 (5一 1一 35)

故对图5一1一5中月和D的等温汉合，应得

」5，二，=(一人班、，一朴孟1.、2:*)

        一 (一 切仅’‘。}1‘*)一干孟(11、2、一于一1::2;))

        一、:，!1(一)v“、一，1、(令)、‘“〕‘5一，一36，
    此一与式(5一!一30)似无矛盾。问题{li于不沦」、刀是否同类分

子，算出来的」凡。一律都要大于零C1心。，>0)，显与墒的加和性大

相抵触。然而，只要经典的2真JL能够成立(?)，111式(5一1一36)

导出的」5。。便也无可挑剔。这似是而}}的命题是吉布斯提出的，

故称吉布斯布羊谬。

    毛病恰恰出在式(1一2一37)尚长体现对微观粒子不可分辨性

的修正，一旦让该式补除一个一!，所谓的吉布斯佯谬也就烟肖云
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散了。请看，如将2改写为

:一共厂，·(2，，，“，1)。/:刁、 (5一，一37)    川! -

则在图5一1一51!，峨、刀为同类分子场合下，必然

21一赤仁厂】(2汀，了?‘，””‘’〕‘1
:2一击仁F艺(2厅，之，‘，”3‘’〕‘2
212一六仁F(2汀产之矛‘，””‘2〕’

(5一 1一 38)

(5一 1一 39)

(5一 1一 10)

万二N，十万，，1‘二12:+v:，故可导出

J、。.:一、压，。{牛{”+，。}导)‘’卫，
                  \ 厂 / \ . /

一孟「]:、夕!一1，1方，!一lr、钾:!〕 (5一 1一 41)

借助斯特材;公式将各对数项展开，井沮:意到牛一华，导一孕，
                                                                                厂 若V 卜 长丫

最终一{J’

                              」N。。:二 0

    这就和实际的结论tlJ符，可见 脚 囚子的‘}1入多么重要。

荟2 金属晶了本

    晶体是山构成晶体的粒子按一定的儿何视则堆砌而成的。，结

体「1，所有的粒子都一有其确定的点阵位置.它们仅能旧绕首各白的

平衡位置来回振动不已。实际的品体可能存在缺陷、位错乃至夹

杂。严陷地说，理想晶体只不过是一种完美化的极限。



    一、晶体的爱因斯坦模型

    金属品体可说是最简单的一类品体。现设品沐‘!，包含入’个原

子，征个原子有三个振动自山度.故含有灭个原子的晶体总共有

3入个振动自山度。通过坐标变换，就可将这3八个振动自山度化

解为3人个简正振动少j式。每一个简正振动方式代表了晶体，!，人’

个原子的一种振动式样，而整块况.体的微观态也就是在这3入’个

简正振动中变迁不已。又因为金属，}，只一有原子的振动，要确定晶体

的正则(或巨正则)配分函数.首先就要知道有关原子振动的频率

分布，迄今这仍然是一个相当复杂的问题。

    自本世纪以来，j、们已就晶体‘}‘原子振动的频率分布提出各

式各徉的理论模型。而有关热容的理论计算则成为检验模型合理

J隆的重要依据。1905年，爱因斯坦(从。撅11)提出:可设想金属件，-\

个原子的振动都是各自独立的，不仅原子的每一振动自山度都服

刀、虎克定律，而且所有的振动r}山度都具有相同的特征频率。如”j

简正振动的概念来理解爱囚斯坦模型，那不外是将晶体的3入’个

简正振动模拟为3人个各柱!独立的且具有一样特征频率的谐振子

振动。据此，则金属的正则配分函数可确定为

甲一艺。”‘二1!一。，、

        二云丫

        e肋‘/2

叭二下一二下而

(5一 2一 !)

外二了，二~奋不

对多数金属，1，井10’3、e(。一’(、节「11、t，亦以，(u)(二，矛)代表金属‘}，
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一个原户的振动配分函数，山此即

沪一= 宁(U (5一 2一 2)

下面给出爱因斯坦晶体的主要热力学性质。

(1)万 Ij了式(3一2一25)及式(5一竺一1)，得

云一{翻;、、一瓦一卜恕黑(5一2一3，

3八‘h〕飞尸‘，

!一 e脚
(巧一 2一 4)

一般定义架一。;，并向;之为振动的爱因斯坦特征温度。据此，
                              几

式(5一2一3)及式(5一2一，1)将分别被改写为

右= U。+ 3八孟氏
e一‘卜/T

1一 e一州卜/T
(5一 2一 5)

      万一3呱畏纂于

  在足够白勺高温下，因一/·二1一争，从而

(5一2一6)

万兰3人7’(或万=万。+3人沃了) (5一 2一 7)

表明金属原子的振动能总和甚接近于3入’‘T(或歹。+3入‘7’)。而当
体系的温度趋1压0厅时，因e一“F/丁一0，故一(f

石一D(或万一，万。) (5一 2一 8)

!7落



    可见，在绝对零度下，所有原子的振动都将落到能量最低的基

态。此处，还可以从比较0:的大小来毛估石随T的变化趋势，即

0:愈大，(实际上是振动的，，越高)，低温下万逼近基态万。越快。

    (2)万    自式(3一2一28)及式(5一2一1)，有

      万=一k阅+划n甲

一3。，、刀。，，{令十;匕孺)+3。、，n。。
                \ 乙 1一 r /

(5一2一9)

或整理成

二 __._了0;、2 1 1 、
召= 乙八左卜下才】}下~十 t二诵布一一一下1十 j‘、无Inq。

            \1 /\乙 e ‘ 一 J/

                                                        (5一 2一 10)

当T~OK，则万一0。这是因为在绝对零度下，所有的原子都处于振

动基态，与其对应的微观态亦唯独一个，即9=1。温度升高，随着

振动量子态的跃迁，体系微观态的花祥增多，否也不为零了。

    如从巨正则系综出发，则据式(3一3一23)，得金属的三为

_ 、刃 ___。 1
== ‘山甲J已“’=下一一下二

        N l一 梦‘已

                          1

1一9(M)。.
(5一2一11)

(

2
1
门
飞
‘

匆(M)
1一 q(M)尸

  ，(M)e口

  刁刀 )

〕nq(M

n

一
叭
月
.

功

-

.

/

1

、

、

 
 

-- 
 

-右

1一 q(M)e口
(5一 2一 12)

显然

监
  q(M)e“

1一 q(M)ea
了 (5一 2一 13)
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代入前式，即成

。一万}卿华2)一{妙男{ (5一2一14)
      \ 叩 1 \邵 /r·夕

    与式(5一2一3)比较，差别仅在以了代替N，这是理所当然

的。此外，由三出发的万以及其他状态函数，实质上无不与正则系

综殊途同归，在此就不一一例举了。

    二、金属的热容

    热容是金属的一项重要性质。早在上一世纪，杜朗一柏蒂(加-

lonq一卿“)就从经验得出金属的摩尔热容近似为

子;，全 3R (5一 2一 15)

    这个经验规则仅在室温以上才‘近似成立。低温下，矛。因温度

下降而明显减小，且随T~OK而迅速趋近于零。依据爱因斯坦模

型，可约略说明金属的子。一T变化规律。

    按式(5一2一3)，体系的热容平均当给出为

乙，一!刹
  一叫刹’声器 (5一2一16)

利用

鲡‘(一剖一静一沪“”
      一合(·、‘!一“，‘昨， (5一2一17)

便可将上式乙写成更简练的形式
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(5一 2一 18)敛
调
J|
己
5111 

 
 
 
 
 

R
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Q
d 

 
 
 
 
 

一- 
 

，~C[.

嗽
\心

州氏

                图5一2一1爱因斯坦晶体热容曲线

    图5一2一1示出按这个式子绘出的热容曲线，在足够高温下，
乙一3衬，这符合杜朗一柏蒂定律，也与直接从式(5一2一7)以万对

T求导的结果一致。图上表明，乙随犷~0万而趋于零，大体能反映
金属热容的实验事实。但严格而沦，在较低的温度范围内，由式(5

一2一18)给出的乙计算值仍与实际情形存在一定偏差。特别是极

低温度下偏差更为显著。原因即在爱因斯坦模型本身的粗糙。主

要是将晶体中N个原子的振动看作是完全独立的，并且一概具有

相同的特征频率。进一步的修正有德拜(伽尹)的连续介质模型或
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波恩一蒙卡门(枷。一肠。A’a，二。)的点阵结构模型等。两者都慎重
地考虑了晶体中原子振动的频率分布，其结果当然比爱因斯坦模
型好些。

    三、晶体与其蒸汽的平衡

    设晶体A(;)与其蒸汽A(妇达成平衡

                        A(5)于;、A(9)

    自热力学原理，平衡的条件是

                        产‘(泞)=产‘(夕)

如A(妇为理想气体，则据式(5一1一4)，

(5一 2一 19)

(5一 2一 20)

产，(;，一‘T，·(业嘿)+‘，，·，·
                                            (5一 2一 21)

    又若A(，)为爱因斯坦晶体，则据万=一kTin甲及式(3一2一
」)，即有

          了刁F、 ___
产r又5)= 1二;二} = 一 k了’Inq戈胜)

          \汰、j声，。

=一kTln幼。(M)e加。(，)) (5一2一22)

以上代入式(5一2一20)，经移项整理后可得固体蒸汽压估算

公式

，一 (瓮箫亘一) (5一 2一 25)

式中，」，。=。。(9)一。。(5)，即气态通与固态通的基态能量之差。如以

摩尔数计量，则成
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乏。=芡。」犷。 (5一 2一 24)

    此认，。相当于该晶体在oK下的升华能(助升华)，若考虑上
述两相平衡实际上处于高温状态，则近似有

          / 1 \3_ /kT\3

q。(胜’“(了二~莎{兰(丽{ L。一艺一2。，

这样，式(5一2一25)就可进一步衍变成

                                产 、肠 尸

111，1一令一合1·:+。，(卜卜26)

。，一1·「鱼嘿罕」 ‘5一卜27，
形式上，此In产，式与克拉贝龙公式，即In尸二一器+B十分相

                                                                                IL工

像，且有
沪、甲 产、‘碑

令+如二器 (5一 2一 28)

    诚然，克拉贝龙公式主要用在测定液体蒸汽压及其汽化热。如

能精确地建立液体的正则配分函数，那么，利用分子的结构数据来

毛估液体的尹~T变化关系也就不甚其难了。

釜3 理想固溶体

    固溶体(或称固体溶液)是一类多组份混合物。其主要特征是

不同组份的粒子共同构成一个晶洛，例如cu一Ag，zn一c。等合金
以及Agcl一AgBr等混合盐皆能形成固溶体。图5一3一1示意绘出
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理想固溶体的点阵结构。在晶格的点阵点上，任一组份粒子的排布

都是随机的。一般而言，形成理想固溶体的基本条件(以二元体系

为例)是:(J)相互混合的两种组份的晶格同型，且粒子的大小尺寸

相近;(2)任意交换不同点阵位置的两个粒子，体系的能量不变(或

几乎不变)。也只有这祥，才能满足粒子在晶格点阵的随机排布。

器
需
巫
朵
需

薰
薰
燕

                                                            .:0

              _ _ .⋯
000009 ..⋯ ， 万万
9-旦卫匹经之旦 鱼」些鱼鱼遭鱼 万~石

昼墨量疆+笠笠墨:— 需
0。劝:P.90 二 ;.⋯仲. 丽万
旦旦旦卫旦旦 !鱼里鱼竺竺 互互

                                                                    0 :0

图5一3一1 二元固溶体点阵模型

    一、二元固溶体的正则配分函数

    当A、B两种组份形成固溶体时，其微观态的实现方式除了粒

子的能级(或量子态)分布外，还包括异类粒子在同一晶格点阵上

的空间构型分布。设以万，和一，分别表示固溶体「1’组份A和B的

粒子数，E。(A，B)表示该固溶体处丁量子态!时的能量，而龙(A)和

E.(酌则分别代表与量子态。相对应的纯A和纯B的粒子能量之
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和。倘如形成的体系是理想混合物，则有

E‘(A，召)二 E:(4)+ E.(B) (5一 3一 1)

于是

切(声，，‘，“’，，一:)二艺以(“了，，。’，)e，‘·‘，汤·y，，

(5一 3一 2)

    值得注意，这里的9。(工，，灭，)当然是A、D两类粒子在固溶体

晶格点阵产生的构型方式数。换句话说，在该量子态下大，个A粒

子和1，个刀粒子随机散落在(万，一十万，)个点阵位置上的排列方式

数。这实际上也是固溶体形成时额外增生的微观状态数。

    据排列组合公式，当可给出

_，、，、、 (人’，+八’，)!
“贬“，，‘，”’二下石了不不 (5一3一3)

    因此式对理想二元固溶体的任何量子态均可成立，故可略去

下标。并代入前式，推出

，、。=万。.(。·，，、:)。，‘。‘，，，)

一“(“’，，二、’，)万。，，，‘，)·。”，·‘B，

二9(1，，“，)艺。，‘·‘，，·艺e，，，(，，

  /入’，十八’，! 、
今 }一芍尸下子一了一甲，甲，1

    \ ‘，、卜，月君 /
(5一 3一 4)

    不言而喻，，，、甲，分别为纯月和纯B的正则配分函数，

即甲、二、1，，甲，二。了，。如定义
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。’，十 八’，)!
沪‘丫

人’.，!入’，!
(5一 3一 5)

并称之构型配分函数，则式(5一3一钓便被简写为

切一切= 沪[叨刀叨对 (5一 3一 6)

以下列举二元固溶体的某些状态性质平均。

(1)石    自式(5一3一6)，得

二 _/朋n甲。，}
t尸』刀 一 1— 1

      \a声 /‘⋯，，，，

_{刁In切，} 二}阴n沪，}
一 { 一一二尸r一 1 --I一 1，es:尸二一 」

  \邵 /，，·，刁 \J卢/，⋯，

                        二砚，+石， (5一3一7)

    此式表明，对理想固溶体，其混合能(即混合过程内能变化)必

为零，即

                J万。.二=及，，一(矛。+石，)=0

2晒 二元固溶体嫡的正则平均是

5、，=一k理，:十人In切，a

    =(一k班!，+In叭，)

      +(一孟厕:+kln沪，)+人In沪、

    =及，+万:斗一kln沪‘ (5一3一8)

此处，及，和万，当为混合前纯A和纯刀的嫡平均，所以

J了.。=否.，，一(万_，+瓦)二孟In叨‘>0(5一3一9)
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    山此可见，即使形成理想固溶体。体系的嫡亦同时要增加。况

且，其混合嫡的起因完全米自不同组份粒子在同一晶格点阵上的

随叽分布。

    (3)了    按白山能统计表达式，可得

F_，。=一k7，lllq):B

    =一k7’In叽、一论2’In甲B一kTln甲甘

    一F，+F，一kTln甲甘

                                  (5一 3一 10)

万，及万，意义自明，而一kTln甲，即体系混合自由能，可表示为

                dF.。今一k7’111沪窟‘

(4)尸    利用式(5一3一10)，可分别得

(5一 3一 11)

一(鲁)，，;，，、。一(条)，，，，一少(黔{，，

  一‘犷，n、·十‘，，·(瑞气)
= 声了十 kTlnZ， (5一 3一 12)

了尸.J.t、、

.了
日
飞
，

      /刁万月，、
群‘B 扮 {下不- 1 令

        \口一、刀/夕，‘’·N乃 杂)，，‘，一‘，、(黔)
                __2 八。

一 kZ，Ino决十 k了’In}丫二-二一二丫.
                    、八1十 八习

幸刀窟十kTln介 (5一3一13)

    以上，矿=一月知，即固溶体中组份粒子的标准化学位，而句

和:，即组份A、刀的百分含量。
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二、固溶体混合墒

将式(3一3一9)展开，得

J、。:一*1·，，一、1·粤去黔.

  一‘[“了·，·(长认)+大召，·(灭长)」
                  = k八’(勺In劣，+ 犷。In才，) (5一 3一 1」)

    虽然，看不出这个式子与离域子体系的式(5一1一33)有何差

别，况且两者混合嫡的起因都是由于不同组份混合后体系微观状

态数的增加所致。但应留意，式(5一3一1钓所依据的微观态变化图
象确与式(5一1一33)所依据的存在很大差别，这就是统于十力学略

胜一筹之所在。因为，纯从热力学原理考虑，根本不可能分辨混合

气体和固溶体的混合嫡出处到底有什么不同。

    附带指出，混合嫡不可能通过量热法直接测定，但可借助电化

学原理求解J凡“。例如，East;nan和，n“。(夕.chon.尹h，，，1(1 933)

44钓就曾采用电动势法测出了Agcl一AsBr固溶体的混合嫡，该法

构思工巧，从中可得到一些启发。

    设Ascl和AgBr按0.272:0.728比例混合并形成固溶体，即

0.272AgCI+0.728AgBr we一卜Ag(CI。.:7:，Bro72。)

                                                  (5一 3一 15)

  设计下列电池并分别测定其电动势

  (1)Pt，HZ}HCI(m;)，HBr(n、2)}八8(Cl。27:，Bro.72:)，Ag

                                          △Gl=一n多叽罗1

  (2)Pt，HZ}Hcl(m，)}Agcl，Ag 么02=一几少飞罗2
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(3)Pt，HZ}HBr(m。夕{八gBr，八9

上列电池的总反应式依次为:

么G:二一n否夕了，

(1)专卜;2+、8(c!，Br)一A‘一、，，·+(c，:272，Br、72。)
(2)专HZ+Agc，一、9+H·+c，-
(3)合H，+AgBr一Ag+H·+Br-

    如使0.272义式(2)+0.728义式(3)一式(1)，即得原混合过

程的式(5一3一15)，在标准状态印二尸，T二298.2兀)下，实验测得

此混合过程的自山能变化是

JGOZ。。= 0.272」口:·+ 0.728」口。一 J召，

      =一 1063，·，，。01一1

又测得该过程焙变(混合热)

‘」jl“，，:“339.j，，抢01一垦

    这是因为，Agcl一AgBr并非绝对理想固溶体，故仍表现微弱

热效应。自JGO二J刀“一7匕名。，即得

d:.。一:些气华些丝一‘·7。尸K一
与按式(5一3一14)计算值比较，即

  」5。、。二一了碑(0.272In0，272一干0.2751110.278)=4。85，，。01一’

两者相当接近。
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三、固溶体的巨正则配分函数

对二元固溶体，其巨正则配分函数可导出如下:

三(刀、;‘、。、a，)二艺，，，e、y二e二，·
yJ，ya

二艺艺叭。为，仇。、’物
.’’汤 .va

(5一 3一 J6)

按一般处理，八认或工，的变化允许从0一。，故应给出

二，一夕{交粤招牢咖、)。lae、.va
              刃~一石、 .尸 :二， ‘百J J‘，BJ j

            Ja~U’班，d~U

(5一 3一 17)

借助下列二项式展开

食鱼过些卫x一(‘一:，一‘’2+”
之戴1 “，里“，’

                                                    (5一 3一 18)

并指认。，二了，，。2二N，，:=，e目，则式(5一3一17)便可化解为

马，=艺(1一。，e、)一‘，，+”(。，e“)’，
万二0

布六不郭了兴瑟)”
叮瑞不「卜尸粽茹丁’

          1

1一 q、e气一 q，e口，
(5一 3一 19)
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  上列求和步骤均已假定了。八qae吸产恭皆必满足<l
和>0的条件。否则，式(5一3一19)便不成立。

    有了三1，，就可进一步确定二元固溶体状态性质的巨正则平

均。

    (1)了，及歹，参照式(2一3一27)分别有

二 1仍n三、，\
八、片 }— 1 =

      长 沁j /夕，;，·。。

q、ea，

1一 q、e、一 q，eaa

                (5一 3一 20)

二 1〕n三、 q，e、
二、.= 1— 1 二= ‘厂一-一一-气犷一-一一-一丁

      \‘)a:/，，、·、、 1一qoe一刁一q，e一B

(5一 3一 2[)

(2)万，， 由式(3一3一26)，则

二 /决n三，:\
仃、.= {一-二丁长，一 1

      \ 邵 产叭“，，、

_旦丝塑里全-d三些业些业
            1一q，e、一q，eo.

=丝兰鱼业鱼业止少业旦些迎垒
            1一 口、e、一 qae。‘

  二了研n?，、 .二了沉n叮，\
“‘，月戈而万{。丫一，习又万万{
二石，+万: (5一 3一 22)

    (3)及性， 依式(3一3一33)，当得

        瓦，=一切石」。+沦In三.，，一否了，，山一沦了，a， (5一3一23)

    这里甚难直接采用式(5一3一19)以化解In三，，，一个巧妙的办

法是:仿效撷取最大项原理，即回顾
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马，一万外尹、气·eae“
        夕刁二a

    显然，与最可几分布相对应的项— 叭，Be、气·乃气无疑是加

和中最大的项。况且，一经取对数之后，以下手段将能成立

          In马，一In〔吸。，(声，下/，了J，了，)e、气·。、，a〕
                                                        (5一 3一 24)

在最可几分布下，当然是N，=了月，.\t，二了，。

    再代入式(5一3一23)，一举而成

瓦，=一k阿人，+kln礼，二瓦+瓦+kln八
                                            (5一 3一 25)

其他状态函数的推导大同小异，兹不赘。

;4气固吸附

    气体在固体表面的吸附可说是气态分子被定域在固体表面的

吸附位。倘发生的吸附是单分子层的，则过程可表示如下
                                                          A

        ，十丰 一丰 。5一4一1)
  ，，p吸附分子，丰 指吸附剂表面吸附位。假定固体吸附

剂具备理想晶面，则吸附位当呈规整二维点阵结构。通常，一个吸

附位留如)对应于晶面的一个点阵点，但也可能包括两个 或更多

个的点阵点，后者有时称作吸附座(枷约。

    虽然，吸附分子对固体表面存在一定吸附力，这吸附力可能是
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化学的或物理的亲合力，但作为固体本身，其体相原子间的结合力

总比吸附力强得多，因此不妨假定，固体表面只不过为吸附分子提

供一个居留场所，其体相乃至表面原子的能级状态均不受吸附分

子的去留所影响。

    一、朗格谬尔吸附方程

    讨论表面吸附，总要提到朗格谬尔(切叩，朋‘:)模型。因为，根据

这个模型导出的吸附方程迄今仍具重要理论及实践意义。朗格谬

尔模型的基本假设是:固体表面上吸附分子的铺展是单分子层的，

吸附分子间不存在任何相互作用力，这样，分子的吸附或脱附就完

全是随机的，半点不受周围环境的影响。采用系综统计来求导朗格

谬尔方程，当可加深对吸附表面微观图象的认识。

    依照式(5一4一10)所示过程，设固体表面有刃。个全同吸附

位，当气固两相达到吸附平衡时，有万，个吸附分子被吸附在固体

表面，每一吸附分子占据一个吸附位。若确认空白吸附位的能级状

态不因吸附的发生而起变化，则吸附相的正则配分函数当可导出

为

              甲‘声，万:，八’，)=万*，，。

-一一石些丝一一一力
A’ ./、了 _ 、，、奋叹浦‘习)
‘，通之、，，召 ‘，A产1

                                                        (5一 4一 2)

      _ ，_卜 N二， ‘、.，.J_ ”，。。_。 __ ，_ ，，.，。_一 。_‘.二_
    显然，二下城共~下尸二当指吸附相中万，个吸附分子随机散落
    平’“‘’八’，!(刃;一万，)!司‘“外曰“‘”“ ” ‘一“月J/，‘，一11‘队，

在刃。个吸附位上的排列方式数(构型分布)，而如(;)则为吸附分子

月的配分函数。上式之中，已暗含指定固体(吸附剂)表面原子的配

分函数q、“1。

    据上式，吸附相的自由能是
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F汤(。)=一 kTIn弘(5) (5一 4一 3)

于是，吸附分子的化学位

产，，(夕)一(黔)，，不·
  _一、。n。月(。)一、:1·(气玉{

=一kTin伪。，，(，)e口，。(a、)十kTin
  0

1一 0

                                                      (5一 4一 4)

  _‘____，。、、__ 。。 ~ _ _ 刃，_ _，__ ，、一_ ~、 ~
。。(s)即吸附分子基态能量，而口=书乃A在固体表面复盖度。一““一产尸「仍rlJ八 J~ ‘~口.升 ”.一 万5‘研一 ~~ ‘’‘卜~~一卜 “

    与吸附相平衡的另一相是气相A，假定系理想气体，则其化学

位当由式(5一1一4)给出，即

，，，〔，，一*:1。「续黔更。，。(，)1+*。n儿(5一刁一5)
                            L ‘、O J

吸附达平衡时，两相化学位必相等

                    产ld(a)=召1.、(，)
故可得出:

      「更蕊卫父户。〕 . 口
In儿 = Inl 八0 1十 In;一一下

              1— 1 1 一 。
              L qo.通(a) J

(5一 4一 6)

击。=e。(刃一e。(。)即气态A与吸附态A的基态能量之差。按摩尔量

计，则夕。业。=J右。便相当于A在OK下的(摩尔)吸附能。
    式(5一4一6)实际上是朗格谬尔方程的变体，如令

生_f红缈鱼e、
b qo，月(，) (5一 4一 7)

立可还原
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一

o

一 
 
一

1
一尸月 二二
b(1 一口

(5一 1一 8)

或

娜口 二

1斗一乙1，，
(5一 1一 9)

    以_1结沦亦可采用!_云正兄系综牙出之。对吸附川，工奥巨正则配

分函数当可确定为

三(刀，人’。，，t，(:))“艺，、(。。·，‘·):
丫月雪0

  V岔

二、几_ 一玉业____
  户下石入’，j(\’一 \，)

=(1十，;(，)。“。()”·

、，l飞矛，，。一’·
(5一 1一10)

应指出，以上求和限定浑，的变化范围是0一‘万。，否则就违背

了单层吸附本意。

如式，则吸附分子的巨正则平均是

.\’，二
沉n三，‘，)

面月(。、
\r:  11，(，，r口，(。)
1十 ?;(:)ea“。，

(5一 1一 11)

因孕一。，故可得
    八 ，

0

1一 0

尽通(，，尸份月(，) (5一 1一 12)

对气相

马(，， exp(q*(，J。门;(，、) (5 ·; 一13)

二二，l心(，‘，用“，) (5 1!)

二

一从

且
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已知。，(s)一嚓 ，。(g，一邻 ，故两相平衡时自必
                                        九 1 几 1

口.(，)= 代‘r，) (5一 4一 15)

又参照式(5一1一J)，当有

户与(a)= e与(，)=
        尹;

。。们‘。)e决。‘，，/夕。
(5一 4一 16)

代入式(5一4一12)，即得与式(5一」一8)完全一样的表达式。

    二、吸附墒

    吸附质从气态分子变成吸附分子，其间必伴随体系嫡的变化。

吸附过程的嫡变即称吸附嫡，为便于推导，且将有关的吸(脱)附过

程改写成如下形式:

  A

  } }
- 子- ;===亡A+ -子一 (5一 4一 17)

另据嫡的统计表达式，则对吸附相

    凡(，)二一k刀伪(a)十kln叭;(，)

。声瓦(:，+*In。里人，斗一。1。二
                                      ‘、」!(一’，一八，，)!

            二否。‘+及，j (5一4一18)

式中，瓦必二一k厢，(，、十klnq笠乳、，暂确认固体表面的吸附分子只有振
动运动，故瓦必即对应于吸附分子的振动嫡。而 否呵=kln

丁，燕止下下显为吸附相因吸附分子空间分布而产生的构型
万。丁临‘，一戈 )】书 ‘J外1-，J，“~ 外r，J/才切一‘’“2才‘’‘”’J产一“碑’二一
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摘。及，，的展开项是:

， _f___2 1 、 ___2 0 、飞

召一‘=“L八，，n(了二刁{一八，，n(不了云)」
                二一左〔(灭，一入’，)1:、(1一。)+入’，Ino〕

                                                      (5一 J一 19)

    此处(1。一t\’，)可代表固体表面的空白吸附位数，而(l一0)则

为空白吸附位所占百分数。

    类似地，气相的嫡

                否，、，)二一k两j(，，)一卜‘In甲，(，、 (5一4一20)

于是，与式(5一4一17)所示过程相对应的嫡变(按摩尔计量)

乃为

J考二云，。，，一考、:。)=考，(，、一万。必一君，，
二_1考‘+d考‘，， (5一 遭一 21)

这里，J及。了二一考‘.，。而

d公*，二考，吧，)一瓦必 (5一 4一 22)

就是通常定义的吸附嫡。实际上它仅是吸附过程的热嫡。尽管整

个吸(脱)附过程的嫡变还应包括吸附相产生的构型嫡，但构型嫡

不能直接通过量热法测定。即如式(5一4一19)所见，在朗格谬尔模

型假定下，J考，了与体系的热平衡温度无关，故当吸附体系的少~

0It’时，这部分构型嫡仍将以残余嫡的形式被冻结在平衡体系内

部。

    可利用热力学的平衡关系式来求解过程的吸附墒(‘:撬。)‘今

骤如下，

    依式(5一4一17)，则吸附的平衡常数
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      (1一 0为。 _。。，，
A 。二 — = 尸 一 ，‘..

                  口

= e」夕/R.e一Jll/盯 (5一 4一 23)

式中，」H=H、，一H」(，)乃给定温度下的脱附焙变，也就是一般定

义的吸附热，即礼 =」H，而」5当为吸附嫡。倘将上述吸(脱)附过

程摸拟为准化学反应，则因」H二J之十」。R7’，且」。二1，故有

                      伽。二 」H= 」之认 十 RT (5一 4一 2钓

    勿庸赘述，炎偏即该吸附质在T万下的吸附(实为脱附)能，可

由下面积分给出:

          “U*一」‘了。+丁:JC，·‘T (5一”一25)
式中，卫/。当然是。K下的吸附能，有J矛。=了。业。。而dc[.=c[.，、，)一

CI.，，(，〕即气相A与吸附相A的热容之差。如设A为单原子分子，且

在吸附的温度下，4(a)在固体表面的振动全处于基态，对热容毫无

_ 。_‘ _ __ 。二_ ， .，二_。~ 、 3_. _ ~
贡献，C;，，、(。〕‘0，而气态.，(，》的热容则取珍:，，，(，)二份R。于是夕、‘，、’一”，、a， 一”，，JM‘口·，、，，HJ‘、，、目了、J，、一”;，、，J Z一。 J~

、一厉。十丁:r不。
    ， 3 、_

= J之jo十 ，言.衬1’
                    乙

(5一 4一 26)

代入式(5一4一24)，得

二 ， . 5.、一_
叼“。今 J走j。十 下山汀了

                              乙
(5一 4一 27)

又又寸照式(5一、一23)和式(5一搜一8)，显然，会一丛男2-
K，，故不难确定
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万，一里斋子卫。，·。
  一虹些些鱼产2.。一(」r。+枷/。

qo，生(e)

今尸剐介。户一111/盯 (5一 1一 28)

山此可见

些业王鱼。“/，=。“5‘R
qo。今(。)

(5一 4一 29)

亦即

d。一。!n「鱼叫二更。‘/21 (5一4一3。)
              L 叮。，、(.) J

    读者可以自证，此结果和式(5一4一22)给出值完全一致，正好

说明由热力学平衡关系式给出的」‘确实不包括吸附相产生的构

型嫡。

三、多层吸附的刀，E.T公式

在吸附剂表面上，吸附质亦可以发生多分子层吸附。多吸附与

单层吸附同等重要。图

5一4一1示意绘出多层

吸附的构造形态。任何

一个吸附位都可有限制

或无限制地沿着垂直于

表面的方向叠加吸附分

子。或者说，每个吸附分

子本身也构成一个吸附
位。但从第二吸附层起，

图5一4一1 多层吸附形态示意

吸附力的性质已转属物理吸附，故多吸附层的叠加很像是气态分
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子的凝聚液化那样。

    对多层吸附体系，其统计力学处理要比单层吸附复杂的多。

1960年，希尔(Hdl)提出独立吸附位模型并应用巨正则系综导出
多层吸附方程。该法具有普遍性，可推广到处理各种不同类型的吸

附体系，介绍如下。

    设气体在固体表面发生多层吸附，

 
 
 
 
 
 

n 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

由
声

A

:

A

|         }
InA十 一 j毕一  一弓卜 一 名一 (5一 4一 31)

    仍以万，和戈表示固体表面吸附位数和吸附分子总数。a.表

示吸附相中已形成111个吸附分子层的吸附位数。

    如将任一吸附位连同叠加在它上面的。个分子看作是构成

固体表面的一个独立单元。并以袱川)表示这个独立吸附位的配分

函数。再利用配分函数的析因子性质，便不难确立。(，。)二艺。，闭
的实用表达式，有

份(0)二 1

q(1)”q:

q(2)=q，.qZ

q(3)二q:·q鑫

9(，n)=夕:·，梦一’

(5一 4一 32)

    上列9(0)即空白吸附位配分函数。这里，同样假定固体的表
面状态跟吸附分子之存在与否无关，故不妨令q(0)=」。夕，代表第

一层吸附分子的配分函数，并设想除第一层外所有高层吸附分子
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的配分函都是相同的，故以qZ统一衷示之。这符合前面指出的从

第二吸附层起分子在固体表面的吸附类似于凝聚液化。而在基底

第一层，吸附分子与固体表面的原子可能以化学力的作用发生键

合，其状态和— 配分函数q，自当和物理吸附的92不同。

    在理想情况下，各独立吸附位互不了「扰，任何吸附位究竟叠加

了多少层吸附分子完全是随机的。预想得到，在一个包含万。个吸

附位同时又积聚了万j个吸附分子的固体表面上，其。、、aZ⋯⋯‘

的分布也可能出现许许多多的不同组合式祥。现设吸附相中各独

立吸附位分布的一套组合式样{。。1}是

吸附层数

形成扭层

的吸附位

分布数

，祝， 0， 1， 2，⋯⋯

， a。， 口1， aZ⋯ ⋯ at

    以上，1指吸附分子可能达到的最高层次。不言而喻，任何这

样的一套分布{a。}，其必须满足的限制条件是

习a。二戈(吸附位总数不变) (5一”一33)

万川a一 万，(给定的吸附分子数不变)

                                                  (3一 4一 34)

当万，给定不变时，此多层吸附相的正则配分函数即为

尹(产、入‘，、刃，)一叉艺‘奴e，‘· (5一4一35)

以上求和，万囊括了(“。}之一切可能组合式样，而。、则代
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表在刃，个吸附位上，分布{a，)可能实现的构型方式数，即

_ 入，! 八，。夕 ，_

域一二瓜不不;石一不万 戈。一」一‘叼

    既然，已假定各独立吸附位均彼此无干，如令E(1。)二表示在

指定的量子态乙下，第K个独立吸附位上m个吸附分子的能量和，

那么
                                          y。

E。=万肠。)、 (5一 4一 37)

从而，

万e，气一万开e尸，“，一‘。，

    一IT万“，“”二‘:’

一且，(lll)‘· (5一 4一 38)

由此即得

，:(。〕一万。:!立等 ‘5一‘一39，
进一步给出上述吸附相的巨正则配分函数如下:

三(、、二，、、(。))一万礼(。)。(.，y·
，月.0

_见见、。!Tl匹卫些兰e一，·
  气二0 x . ao1

二乙二，!开丝纽坦坠2兰 (5一;一」0)
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以上最后一步的习已包含。7、之一切可能变化。借助多项式展
开，不难解出

三，(，)青(刀，a、) (5一 1一 41)

有(刀，“，)二佗(0)+q(1)eo，+q(2)，，、斗q(3)e兔a，····一卜q(，，。)‘·剐汤

一万。(“‘)户‘“‘ (5一 1一 42)

    此处，权以仪、代替a，。)。如式，有(刀，(t.、)代表了单个独立吸附位

巨正则配分函数。

    给出了多层吸附的三_、(，)后，便可继续求解固相表面吸附分子

数的巨正则平均又，以及各独立吸附位的平均吸附层数临)。

    自式(5一」一41)及式(5一魂一魂2)，一(1’

In三，(，)= 人’。In古二 入’，11、

一 t刁In三、‘，八
八 。二 }一 1

      气 Jtt.， /
                          l

      l

(暮“(，刀)。‘’书)
                  (5一 1一 13)

    、./刁In有\

，一’，、丽)，
    艺;n。(，，‘)。价·*

一人’召竺上下—
(5一 4一 44)

蔽二兰
        _、’

艺，，‘、(，”)e““‘
(5一 1一 45)

在单层吸附情况下，斑的最大谊为1，且因

，，‘=0， 9(0)“ 1

，，‘二 1， 口(1)二 q、
(5一 4一 」6)
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所以

省=1+夕(1)e、=1+夕，e、 (5一 4一 」7)

又

鲤
。 

 

一一
 
 
 
 

0

 
 
一一

一为
一从

  q、e气

1+夕，e、
(5一 4一 」8)

或写成

  0
.不一-一下 一 空1仑刁
1 一 tl

(5一 4一 」9)

这无疑回到了前头给的式(5一4一12)，两者之间q:二q-4(e)，“、

= 内 (a)0

对多层吸附，若各吸附位叠加的吸附分子层数不受限制，则有

首二1十qle、十ql乳eZ、十q.亚2沪、十⋯⋯

(5一 4一 50)

而

夕，e、十2叮泞，eZ、+3叮:，22e，、十⋯⋯

 
 

一-
一为
一从 

 

一一 
 

一川

(5一 」一 51)

令。二q:/q，， :二乳ea.，则

cx= q，ea‘ (5一 」一 52)

代入前式，得

q，e、(l+ZqZeaa 十3q;产、十⋯⋯
1十叮」e、(1十q，e、十q置eZ、十

cx(1十 2劣十 3尸 十 ⋯⋯

1+ cx(1+ x十 xZ+
(5一 」一 53)
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确知:<1，所以

1+『十尹十⋯⋯ “ (5一 1一 51)

1十 Zx十 3尸十 ⋯⋯ 二一上下 (5一、一55)
    LI 一 劣)“

立可导出

cx/(1一:)2

1+C刀(!一幻 ([一 2)(1一 :+ cx)

                    (5一 4一 56)

此即多层吸附D.E.T公式，与通常的表达式比较、即

!/

1/。

c(尹/尹(、)

(1一尹加。)(1一户加。+c尹加。)

(5一 4一 57)

当可看出，井一、一孕，
                  1二 、召

夕厅。二:=卯e、， 且常数C

二ql/qZ。这些都是合理的。 而
图5一4一2绘出。片157

的“.E.望等温吸附线。大

体说来，若。》!，则吸附

发生优先铺满单层，故相

关的吸附曲线在接近而二

l(单层盖满)处出现一个

“弯曲”，然后再急剧上升，

暗示高层吸附的凝聚作用

从这里开始并随蒸汽压的图5一4一2

02 0.C

召.f.T等温吸附线(c二 157)
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上升而迅速增长。此现象不难从c的给值得到启发，因

c=里=业。，(，。一，:)
qZ qo2

(5一 滩一 58)

式中，。，、。2分别表示第一层和其他高层吸附分子的基态能量。若

再以。，代表气相分子的基态能量，则可写出

泞，一e，二一[(‘一:」)一(‘一。2)〕
        =一 (」:，一 JfZ) (5一 J一 59)

    显然，」。，和Jo2当分别等于0It’时第一层和其他高层的吸附

能，或近似视为该吸附过程的吸附热QO、，，将式(5一4一58)代入
式(5一」一57)，并假定q。，1兰q。.:，于是得到

c=鲤e，(。:一2)之e(*一J。，)/珍
      qo.2

(5一 4一 60)

    一眼看出，c》1的条件是」。，》」￡2，即第一层吸附热大大于其

他高层吸附热，这就解释了为什么当c》1时，第一层吸附会比其

他高层优先得多。

圣5 化学平衡常数

    按道理说，可以根据分子的配分函数来计算各类化学反应的

平衡常数K，。但迄今万，的统计力学计算也仅限于为数不多的双

原子分子以及某些同位素交换反应。关键在于精确的光1普数据不

容易获得。但无沦如何，应用统计力学方法来研究化学反应平衡体

系自有其深刻的理论意义。
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一、左，的统计表达式

设有气相反应

                  aA中+bB芬二二=已cC十 dD (5一 5一 1)

据热力学原理，反应达平衡时，

习，，、，*二艺，)·，“ (5一 5一 2)

且

d。。二艺，，‘，·;一艺，，*产·、二一RT，，飞K，

                                                        (5一 5一 3)

    下标伏)和护)泛指参与反应的各反应物及各产物。又按式(5

一 1一6)

矿一。Tl了，{￡犷竺)
                  \ 、O j

可得

JGo二万，，‘，又一习，，*、会
            (尸) (R)

二一刀2，In

r心生}‘{里沙}“
\八『.、)\入。)
。尸」，。一“护’n左’

(5一5一4)

或以通式表示之:

  耳(二邻)“‘
(5一 5一 5)
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此处

            J。。=艺v人。。，、一艺，，‘。。，‘ (5一5一6)
                                              (P) (君)

即单元反应产物分子的基态能量与反应物分子的基态能量之差。

    任何化学反应都可看成是反应物分子的重新组合。因而，这样

的过程很容易想像为:反应开始，所有的反应物分子统统被折散成

单个的气态原子，之后再由这一堆游离的气态原子按照一定的几

何规则组合出新的产物分子。如此说来，式(5一5一6)

下 “’2介可气态原令
几2+几， ZDHn

产物分子基态
(氏)，。

反应物分子基态

    (‘)、+D，

J凡 一dD

公共能标原点

    图5一5一1 反应112一于一DZ禅ZllD基态能量相关图

中的J。。就相当于反应物分子与产物分子的离解能(D)之差了，即

“/。一JD一{荟二“一买二“小所‘胃的豁能”(‘，，其值畔
于破坏一个分子(K)，且离解后产生的气态原子均处于基态时必
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须耗费的能量。图5一5一1表示同位素交换反应H，+D‘禅2，m的
击。与」D之间的关联。

    有时候，亦采用浓度或粒子数来表示平衡关系式，其平衡常数

尤，或兀。可导出如下。据式(5一1一3)，有

碧一兴(罕)’/“，一‘Tq“5一5一7，
q0’称单位体积配分函数，定义为

      12汀，。人2，\“/，
，。一{一.目不了~)“，一。 (5一 5一 8)

进一步利用式(5一5一5)，即得

二__里_卫全竺
一‘沙梦一刻罕)’.“

一鹭打。，:、
  酬赞厂

  且(、:。己;)，‘
=书卜一一卜一e，J?。

  11(kTq成‘)”‘

(5一 5一 9)

亦即

八’‘

!/

汀(，成、)”‘
(户)

11(。获、)”“
e们‘。 (5一 5一 10)

价
声

户

了
下
.
‘
、

月
、
、

， 
 

..

.皮
们

 
 

.

.
J

仁

但
    八r

      一 :二二

    1厂 C，所以
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  且(c、)，‘ 开(，‘，、)’·

一介(。，、)，，*=贡瓦石不一
      (R) (R}

(5一 5一 11)

又

              IT(1‘)’，‘

            11(入’人)’‘K

仍山式(5一5一ID)，类f以给出

厂， (5一 5一 12)

开(，·。:、)，、 11(、。‘)一
A’-v=答舒-一，一=咭毕，种一，一尹“。

    11(1‘、成̂)”K IL(夕。.̂)”K
(5一5一13)

    以上，万，、K。和It’，三者可相互换算。求解化学反应平衡常

数，除须确知各反应物及各产物的配分函数外，尚要掌握有关反应

基态能量之差(J。。)的实验数据。对后者，已有儿种近似法可供选

用，诸如利用烤函数、自由能函数或分子离解能获得，在此就不细

述了。感兴趣者可参考有关著作。

    二、化学反应的涨落

    化学反应中涨落现象依然存在。况且，各物质组份的涨落程度

又明显决定于该组份在平衡状态下的平均粒子数。

    为简化处理，暂考虑下列气相反应

A芬之刀 (5一 5一 14)

    采用巨正则系综，可合理假定反应体系的总分子数，即了二

一，+一，固定不变，而A和刀则处于动态平衡之，!，。这祥，体系的巨
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正则配分函数可确定如下:

三(八，。/。。，，。。)一艺沪，‘咨·。，，*，。·。、，·
、’月+V.
二y

又，(，、e、)v:(?。“.“
  ‘山 一 -:一一花— 月一一二一1

一井 。 八。! 八，!

  1 又，
下一了 ‘副 T

卜、!Y魂+\’*一、

  八!
万下一 ，下一灭万 、甘里〔，比少 书、11石〔，口} 扫
、‘、— 、 生1二

            韶 V

一李:、。，。·。一}一。，‘·，)v
    卜、!

(5一5一15)

由此可分别得

八’、

N，二

!黔)，.;。，一“、群标
(黯!，，‘，。j一刃、石群林

(5一5一!6)

(5一5一 17)

因平衡日寸.刀。二产，，或“、=“，，丁“是有

、，一磐一丝一坦沪、
        ‘、， q月 qo，‘

(5一 5一 18)

这和式(5一5一13)所示一致。

    参照式(3一3一52)，上述反应」、刀分子数的散差依次为

一、 /刁刀，\ __。‘。、.。。尸，
汀、，二 !二二二 ) 二‘Y二止二甲， ￡一气二

      、由，/尸、;、、a: tg，广“’+夕，亡“，)乙

八’，N，
  N
I(’、
(歹_，)2

  夕
(5一5一 19)
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二， 了洒，\
U凡_二二)代万一一 ) 二二二

      \口‘了。/声、，’、‘

澎，刃 (万，)2
K、戊

(5一 5一ZD)

进一步得反应物分子和产物分子的川对涨落是

(5一 5一 21)

(5一 5一 22)

两吝的相对涨落比为

(5一 5一 23)

丹
需

孺
 
 

一---

一一

-一

瓦
瓦

瓜
一瓦

    可见，厂、越大，产物分子相对T反应物分子的涨落就越小。这

是自然的，1习兀、愈大，贝1万，寸11又们几夕‘，也就愈多，而涨落或}、1!又、r

涨落的程度又表现得与平均分子数或其开方成反比。

    三、同位素交换反应

    同位素交换是化学反应‘1，的一类特殊反应，可利用同位素交

换来富集同位素。下面是此类反应的儿个典型示例。

      (1)HZ十D，护?于ID

    (2汗1』十ZDI禅DZ十ZIJI

    (3)0二月十211，0’R产2卜1，0’“十0妥习

    (1)2卜王，0’“十CO二6产2卜1，0’“十CO鑫a

    同位素交涣反应的一个显一著特点是:反应物的分了数总与产

物的分子数川等，而且两者的分子又存一在一一对应关系，即形成所

谓的交换分子对。譬如，_上列反应(，)的，1，与1，0、1)，与，10;反应
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(2)的H:与D，、IJI与DI都构)JR该反应的交涣分子对。剖析分子的

配分函数，即可大体预估此类反应的K，。
    参照式(5一5一5)，就上列反应(!)有

华毕。，，，0
叮沂.HZ叮6，1)2、

(5一 每一 2钓

    这里的反应物及产物皆系双原了分子，暂不计较分子，!，电子

的以及核自旋的运动，则式「}’调当仅含平动、转动和振动三种运

动形态的配分函数项，即 .

住8=口{，·宁，·7。

    前而已孕指出爪寸一个化学坪应，产物分子与尽应物分子的基
态能量之差」:可看作是该反应的反应物分子与产物分子的离解

能之差一}1)。这样，式(5一5一21)的」f。当可表示为

                  少。=坏广十1)02一2玖1。 ‘(5一丘一26)

  双原子分一J几的离解能D可}!1光讲数据获得·值得提起，在同
位素交换反应「卜同一交换分子对的两个分子，其杯的质量数虽略

有不同。似核电荷以及核外电子云分、llJ’实际上却无甚差别。这意味
着它们二者的荃态能量之差可归结为分子的振动荃态之差。据此，

式伟一5一25)将进一步衍变为

                J尹。=1，;，:+1)t，2一21);;0

            一告砍2，。D一、。2一、2) (5一5一26)
    依照式(2一」一1)、(2一1一15)及式泥一，一17)分别给出H，、

。:和Ho的，r、q，和 了。，代入二弋(5一5一21)，经整理后有
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万一{念门念)(器)义一办(5一 5一 27)
倘如交换反应的温度比分子振动的特征温度低得多，即T《

(e)。一等，。·二，。于是，式(5一5一27)便继续被简化为

    /_，，‘各。_\3‘，/1鱿、f。。，ao，\，。_
八 p二二二1— 】 1石 亏 一 】1— 】e，一U

    、’“HZ，“D:/ \几“210，/气叮介。/
(5一5一28)

因。、，一。。，一2，而。H。一」。故式!!，}华华)一」。又」。。的实验
                                          \ “RD /

值为」，。=657脚，nol一’。再将有关分子的，，。、1代入，得
                  K，二4.2 le一79厅 (5一5一29)

表5一5一1列出按照这个式子算出的K，值并与质谱法实验

值比较，两者的符合程度是相当好的。

表5一5一1反应112一斗D艺砰211刀的K，值

温度/̂’ K，实验值 K，1十算值

2.24 2.20

2.95 2.88

3.28 3.27

3.78 3.78

还应指出，在同位素交换反应中，一般定义对称因子
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    1丁‘，、

凡一卞 (5一 5一 30)

    这个怂对同位素交换反应的厂，起着关键性作用。因为，若

暂时撇开式(5一5一28川，的指数因子项尸气，那么，整个交换反应

的耳‘衡常数主要就看1亡。的数浪女11何了。这可从式(5一5一28)兀，

的求算得到启发。而对于指数因子项必%，则如式(5一5一26)所

见，其」。。完全决定于分子振动的零点能。在经典统计场合下，任

何分子的振动基态均被确认为零，故只能得到加。二0和沪、二1。

但依据量子力学，分子振动的荃:;能量是夸*V，故可能」f。，。，人
们就将这一现象叫做零点能效应。它实际上是一种量子效应。经

典统计的结1仑确与事实不甚符合，也只一有充分注意到零点能的量

子效应，才‘能使同位素交换反应的凡1十算值更臻完善。
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习 题

(1)依照爱因斯坦模型，单原子品体的正则配分函数给出如

          j _泞‘./2 \飞万

切=卜二份 }
        、1一 〔‘r /

    试山此导出体系的压力公式，结宋合理吗?原因在那里?

    (2)某金属晶体于300兀时，Jt咋尔热容矛;=2衬，试应用爱因

斯坦模型1十算品体，!，原子的振动频率，，。

    (3)如下图，容器!、2体积川等，其问山活险联结。容器 1盛

1脚叭fe，容器2为真空，整个笑置与环境绝热

试论证:

“)活陀未打开时，体系的微观})交态数为

:始一会一’F
而从脸于J‘开后

      (2，/)?。_、，
韶终 = -一资下— 〔，

                义VO

b)将活栓重新关上，体系的微又!e谁犬态数等于

叹产1‘) l，(窄，勺朴
习= 一 一丫胃-一 .

      (八。/艺土 In)!戈〔Vo/2一干一12砂)!

的可儿率为、(;。/2士阴卜层一纸。而，坏的嫡、二时
·?12·



「卜羊loR或更多摘}、、位的。:丁儿率则为‘1。，“‘，。“)一，。
    〔1)1艾轰、1、}，万红If寿内一挂拜.平山]1二形)，让理患固济f本，以人，和人’，

分别夫示协了济付川，!干}lj;分一J气义交

      1、)/ll1果1、刀均为中原一r分‘J’，则在_二维固济体点队1二，各有

JL个运3)J自fll度2采)1}爱卜1斯土L至凌勺!，‘1了{}}协!济体「}，，1、刀分于‘的

配分函省2。

      b)确定体系的成则配分函数。

      内针出此二纷固溶体的混合墒以及热容人达式。

    (5)有 “、刀两于}::·1走介全1司1}、t在饰!!乍N人雨不发二1_吸1年r，;!‘;笙从

1，才，，、，，产。:，，}F之设。L从几1户之示[占!{4:表山1’的1吸1;j.J位数价、称1八，分别表示

吸1荆在协1体表1八}14的‘1分J几数干}}1了分一J’妄交，

      ，J)应川[1则系综法，传子{{}}幸·系{!’Ji叱r犷吸1二卜}等温少]‘程;

      ]”创11巨正则系综法，针出卜小一体系的混合吸附等温方程;

      。)证明两钟求呀亏法结宋是一致的。

    (6)丈、t一1:列气个11反应

                      、(、丫资二全1，‘、)

    1之反应沐系为卿想1民不索物，反)‘诊之前.体系含入个月分一，达

平砂寸·飞和刀的分爹彭一分别为人、和灭，。以!‘表示反应体系总体

  的给出反应体系IT{则配分函数

  占)写出’!‘衡体系的总嫡(‘)以及混合墒表达式

  的给出体系的!_乙正则配分函数。

(7狱·于一1‘歹，1反应

                        }笼，+ 1，产2川

已知H、1，及日1光1终数拟如一下，
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1人10‘7/Kg·n12 v只10’2/sec D/KJ·:.、01

111 4。?84 69.2‘1 29 1.97

112 0.4544 13? 431.96

741.6 6 121 118.71

计算上述反应在273.2和1 000It’下的 It’l 的位。

(8)设有气相反应

月祥 召

试证:

二，一;;- 二 二 为，八’，

“，‘v’一八”一、，=一卞‘

为什么会出现负值?
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第六章    量子气体

    前几章有关离域子体系的词沦，负不一概默认粒子的能草服

刀、玻二J二兹曼分布律，即

(6一 0一 1)

一     这在通常悄况下，确也无故疑义。fl_1第一章已曾指出，以门一波

函数付称性的缘故，离域子体系亨实_1二破分为两类，即波函数一付称

州的玻色子和波函数反对称的费米子。两类粒子体系各遵从不同

的统计分介对牡，而经典的/1I一刀分布恰恰就是刀一君分布或F一了。

分布的吸限形式。也只有在足够的高温、低密度阳粒子质星较大的

条川1:，M一方分一布才’能代替刀一厂或F一1)分布。4‘章难备采!刊巨

正则系综求导两类鼠子气体的分八f函数，)}讨沦‘!甘们的一1二要卜1.质。

在此之1节了不妨先运)}1已有的知识简单[、:11户贞、比校刀一刀、产1一j，于1!u
一j了三仲分布寸!，之自J的共下1一与井异。

釜1 三种能量分市律的比较

一、召一刀分布

对玻色子体系，卞汀子占据(能级)星子态的一1三要特征是每一量

                                                                  ·215·



子态容纳的粒了数不限。现设体系“!，仁立子分配总能睛刃的一套组

台式样{，之，}是

    能级

    简;}‘数 “，，，功，’
    分布数

    限制条件

              (1)刃、J“万

              (2)万，，少。，=E

    这里不能再沿用玻尔兹曼统1!那样的办法来消点分布{趁J}可

能实现的微观状态数，而是应当严格按照粒子的量了态占据原则

来确定t、。
    对一给定的能级几，将码个粒了布散刊。7个简斤奋就4J’像将

*，个颜色、大小一样的球放到。，布盒子里，并允许衍个众了川育

纳的球数不限。根据排列组合公式.其可能实现的红1介方J丈如当为

(，，，斗一‘，，J一 1:
，，!(o)j一 !)!

(13 一1一 !)

    再把全部能级的组合方式连乘起长，即得分布{。，}可能实现

的微飞见状态数

:、一Tr粤共牛二裂羊
                  1俨了!七脚夕 一 1才之

((3一 1一 2)

    同理，可应用拉格朗日了寺定乘欲沙、求函数1、极的，而山极流

￡、表征的分布就是方一六气体的最可儿分布。结果如下，

        ‘1))

‘一，.‘.气 一 !
(〔玉一 1一 3)

这就是玻色 一芯{‘{断川，刀一胡分一布津。式，}，，。、声[tl子意义不

变，即刀一杰，。一会J。l’，卿‘，:范旧是。)一二。
                                人 1 月 1



    二、F一口分布

    费米子气体的量子态分一布特征是.体系，}’不容许同时出现两

个或两个以上(能纵)量子数完个牛}!}司的粒子。若假定万个粒子分

配营、能量E的一套红1合式样{、，}是

    能级 叹，，

    简并数 。，，。，，。3，”一 。)’’·⋯

    分布专丈

    限制条件

(1)刃，，，今N
          少

(2)公，，，。，=E

则就任一指定的能级而言，山于每个量子态至多仅能容纳一个粒

子，故将。，个粒子分放到呜个简并态上，其可能实现的组合方式

数是

，‘，!(。;J一，。，)!
(6一 1一 4)

    这好比把，，个一样的球装入0)，个盒子里且每盒至多容纳一

球的包装方式数。据此即得分布{。，}可能实现的微观状态数

t、一IT六万半今二
      一厂 勺:、切，一 ‘声:

(6一 1一 5)

同理，求函数t、极值立可给出费米一狄拉克(F’一D)分布律。

e一a·e一尸，，一卜1
(6一 1一 6)

a、方因子同前，但“的允许变动范旧为一C。一+00。

    三、与盯一B分布比较

    式(6一1一3)和式(6一1一6)明显地与M一B分布律，即式(6

一0一1)有所不同，但彼此之间毕竟潜存不容忽视的内在联系。首
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先，以上三式可统一收写为

                      生 =
                                。J

此处

                            C 二 0

                          C = 一

                        C= +

e一“，e一脚』十 C
(6一 1一 7)

(丫一刀分一了)

  (B一E分布)

  (F一D乡于布)

而合贝」表示了能级￡，各简并态的平均分布数·
  图6一‘一，描绘‘“三种，‘布的会一(尸J一“，/‘，’(即一“￡少’

变化曲线。不难看出，在给定的/，(<。J)的条件下，方一E曲线于低

能级区一端明显挺

高。说明玻色子更倾

向于集居到较低的能

级之上。而对r一D

分布，山于各能级的

每一简并态至多只能

容纳一个粒子，故其

平均分布数(刹必
处于0、】之间。具体

表现为刀’>0兀时，F

一。线于￡，<刀的一

九，/。J

M一B 、 1 龟B一E

一3 一 2 一 1 十1 +2 十3

(￡，一召)/k少

三二种分布的会一‘护了一，了)“，’
曲线比较

 
 

﹃一
叹

︺
川冲划

于零。在绝对零度下，



即如图6一1一2所示，费米子从占据最低的能级(。。二0)起，须序

填满各能级(。，<IJ)的简并态，一直Ylj。;二刀的能级与止。这祥画出

来的厂一”线便成了一条平行于横轴且会一‘的直线。其最高填满
的能级即称费米能级。，。温度升高，处在。，前沿能级上的粒子，会

山于热运动的原因而被激发，导致一部分粒子跃迁到高于;;的能

级。这就是图6一1一2上山虚线丧示的，在T>OK下F一D线的前

沿出现了“乙”字形弯曲。

    图6一1一1同时示出，当(:，一刀)/k了’>>1时，则不论是B一E分

布或者F一口分在，均还原为M一”分布，即三条曲线彼此重合。此

际 ，

  生二。二。，士，《1 之
    切J ~

          (6一 1一 8)

或者说，集居在灼能

级上的粒子数大大地

少于该能级的简并态

数，即，，少《。。，。从而量

子力学的泡利不相容

原理可自动满足，故

山波函数对称性要求

图6一’一2不同‘度一「的F一D分布合一芍
          曲线

所产生的限制也就变得不那么重要了。

    进一步说，任何能级的能值总是。，)0，而T又为绝对温度。这

样，。一‘，/‘了(e尸‘J)自必永远不大于!。因此，若要求式(6一1一8)中的尸

。砂护能够大大地小于]，最主要的就看尸的给值如何了。现以服从

M一”分布的三维平动子为例，剖析尸值究竟与分子的那些属性

有关。

    自式(2一1一2们及，，表达式，有

                                                                        ·2!9·



乡厂(2兀，，，虎了’)“/2 (6一 1一 9)

 
 

一一
灭
一认 

 

一一
 
 
 
 

t.

一眼看出，倘气体的数密度可二八/l)越稀.粒子的质量(!j，)

越大以及体系所

处的温度(T)越

高，e“就愈小。这

就是e。·。”。J《1

必须具 备的条

件。而对寻常的

气体，其ea一般

也都远比 1小，

所以采用经典的

M一方分布来描
述它们的统11·行

为并不存在}卜么

问题。表6一1一

祀 1

勺 l

经典的

刀

1

叭r.  

一

一

子
了
夕

F

~

宁

图6一1一3 理想的纤典气体、方一忍气体和F

            一力气体的热容一温度变化曲线

，，‘一{揣)(摄不)”“

】列出低温下某些气体粒子r值。百来。唯存H沪和，和‘才会明显

地丧现出量子气体的特性二-一 或种量子效应。至于氢气川2)虽在

低温下其扩严格说并不够小，但这}J寸候山于分子问的相互作用而

产生的一}}‘理想行为已远远超过量子效应。于是，后者对体系状态性

质的影响也就被掩盖了。此外，光子气则水远服从刀一万分布，而

微粒质量特别小的自由电子气乃系量子效应最突出的尸一力气

体。、;犷}J，电子的数密度令二，。，义厅2一，刀了一1。一、，、温一。。·二
}0;。那使护高达2000叮，仍有尸》!。可见，在金属隐定的温度‘bJI4

内，金属，}，升勺自幽电子均必按照刃一刀分布处理。
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          表6一!一1某些气体在沸点下的尸值

                    气体 玩/‘

                              \ 87.1 2丈】0

                            Ne 27 2 10摘

                        !1， 20 3 7丫10‘

                      ，1，件 ·1.2 0 13

                          11于 3.2 0.4

                  自下}〕电一子气 一10气(室温)

    低温一f，气体的贤一r效应将异致气体的性质出现许多不同于

jll一召2又体的异常现象.，这将衣.后而的章竹‘1，分别川到。图6一1一

3绘出仁述三种‘统计)气体的热容一温度变化曲线。位得注意，对

犷[气体，只乙(T)咨随体系的温度而一l.’降至零。而在较高的温度

一1扩，贝，】逐渐趋近材一1了才〔体经典1八。此外.召一E气体的(’、一7’甘11线

八T/犷。=1处出现一个奇汁点，这是刀一E气体的一个特殊重要比

J贞。，更rfl炙地说，在T‘lt’以I.’，jL热jJ学以.质将发生一系列有趣的

变(匕。

胳2 量子气体巨正则配分函数

    对纯组份量子气体，找巨n:则‘J分函数仍可参照式(3一3一

!1)定义

三切、，、。)一乙乙产戈‘)·洲

:‘(入)=·乙，，。·

·22



故前式可改写为

    三(声、，/、a)一艺万exl)(刀万，.。:)exp(a万n.)

一艺艺耳c、p(n.(’t+儿)) (6一2一’)

    这里，仍以脚注。表示体系的量子态，而(‘)则用于标识体系中

粒子的量子态。

    以上双重求和所包含的意思是:首先，对一固定不变的1，求

体系哆，全部可及微观态的Tl_ex;)(，，。(‘，斗一刀。.))之和，然后遍及J的
                                                    (1)

一切可能值。勿庸置疑，这个求和式子的加和顺序亦可按照以下卜

续进行交换:

三一万艺耳cxl)(n.(ct十户.))

=IT艺exp(，，.(a+刀:。)) (6一2一2)

    这无1「是，先指定粒子的一个量子态，井对该态一切可能容纳

的粒子数。.(=0，!，2.··⋯)变化求因子exp伽。佃十户。))总和。然后，

再将全部量子态(‘)的艺e、p(，‘。(。十刀。.))项连乘。

    式(6一2一2)对刀一E或F一力气体皆能成立，进一步演绎当

决定于两类粒子担子态集居方式。

    一 玻色一爱因斯坦气体

    既然，对B一E气体，每个量子态(。)可容纳的粒子数不限，即

n.取值允许0，】，2.··⋯，山此应可给出

      艺exp(n。(“十户.))二1十。·+色十。2(·+色，一十⋯⋯



了Ja4洲士。 (6一 2一 3)

刀、而有

三五一‘方、，，、的一贝不标砚(6一卜，)
或左示为

1:。三。一:二一乙!:、(、一e·+”!·) (6一2一5)

于是，刀一E体系的粒了数丫均为

1一(业景竺!。、、:二菩万卡万(6一2一6’
          \ 、-

111一\二 乙山了矛.，9几IJ
                  (.)

\、二二
名二曰 ’七‘-

  八， 耳二:告不下 (6一 2一 7)

此式要恒等，必(t’介:如一T:对应关系

                  出“万二刃几不千-不

这就是按量一子态分八1数给出的刀一万分石沂}，。

(6一 2一 8)

如将同一能级不同

最子数的J叮!口1少}，玉丫可夏原全1{夕1{J忆‘6一1一3)所示的能级分一布式。

二、费米一狄拉克气体

对F一D气体。。只能取0或 1，于是乃丫了

        艺ex;)(，，:(a十，、::))一 +。·“，，· (6一 2一 9)

三洲一，(刀、，、‘:)二二几‘1+e·‘尸·) (6一 2一 10)

，，、三尸一。二万‘1+。·‘“，。) (6一2一，!)
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这样，F一刀体系的粒子数平均

万一沙些黔一)剐一荟二二台布(6一2一}2)

  耳“件一菩不告石
山此给出按量子态分布表示的F一D分布律，即

从铸百二了不厂可干不 (6一 2一 11)

类似地，将同一能级不同量子数的厅‘归并.立可得到如式(6一!一

6)所示能级分布式。

    三、Q一势函数

    对式(6一2一5)及式(6一2一11)，亦可将同属一个能级而量子

数取值不同的项归井，从而得出以能级玻尔兹囚子表示的巨正则

配分函数，即

          ，，，三，一:一 互。，，，，:‘，一e二。”，，)(6一2一15)

            ，，:马一:=艺。了!r:。1十。二e”?，) (6一2一16)

为方便运算，兹定义Q势函数(或称巨势)如下:

Q*一:一，，1三。一:一 艺(，，J!，1‘1一e二e脚少)(6一2一17)

Q一。一1，，三尸一。一艺(。。1，101+。二e气)(6一2一18)

Q、一，= ]11三、一，= IJI(ex落)(夕尸)) (6一 2一 19)

山Q势函数表示的离域子体系的j发态性质平均可分别异出

如下:
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(赞!，、、一(令
(需)。、。

(6一 2一 2的

(6一 2一 21)

5二一 k刀U一 koN一千一孟Q (6一 2一 22)

了一贵‘Q一歹)

p下一告Q

(6一 2一 23)

(6一 2一 21)

(6一 2一 25)“
一刀

 
 

一 
 
一一

这些表达式与前面几章提到的实质上全都一回事。

再考虑两类量子气体的散差与涨落，依照、、一{罕)，则:付
                                                                          、a更考/尸、不‘

刀一E气体，当有

      了而八 _刁1 1 、
J石 令 {二尸- 1 - 佗了~1— 1

      、J“产几; J“、e一’e一’、一 1)

(e

。一口 。。一应

斗一分=，几=五。(云.+1)
  ·P ‘-.一 J少

                                                          (6一 2一 26)

    不言而喻，砍当表示集居在量子态(i)上的平均粒子数之散
差，其相对涨落是

            沂

同理，对F一D气体，可得

_返_‘厅不 。卜2一27)
      介. V n.

一， 了枷八          刁了 1
U二 二二二 1 弋了一 」 二二二 二户.{—

      、J“/凡。 i)(’f、e一“.户一价汁一1

    P一。·户一声.，

吞二二子不万二厂下:二叭(1一云。) (6一 2一 28)
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上一1 (6一 2一 29)

须留意，后两个式子的万，当落在0与 1之问。

釜3 B一E气体的一般特性

    典型的B一E气体如光子气和H。’等。对化学工竹‘片，”。’的

低温相变可能更引人注口。爱因斯坦凝聚是B一E气体的一个重

要性质，山于这一现象而导致出现液氦。倪‘)相变的又点。下面先

讨论B一E气体的一般特性，然后再溉括说明Hc’相变过程所发生

的奇异现象。

    一Q，一，计算
    对量子气体，一般都简单假定粒子的运动只有平动一项，且平

动能的变化被认为是近似连续的。这样，有关Q，一，势函数的求和

便可直接由积分替代之。即

Q卜一丁了功(￡)，11(，一 ，‘￡(6一3一‘，
借用经典统1}，三维平动的。(。)介可山式钊一2一21)给出，

。(￡)J￡一2·1·(架)’/’￡1/2‘￡ (6一3一2，
另据级数

砂
-"

万
问

ln(!一x)=一‘一亏一言一
(6一 3一 3)

226



则1，1(1一。“十’“)可展开成

                        、一、少口_乳

111曰一““”，’)“一山 丁川        叻一d一1)

代入式(6一3一1)，得

小Q。一:一(架)“/’.厂(￡·/2客
(6一 3一 5)

囚

价勺呱一2{
    ，.。 、厂万/人州3八
韶 叫’‘此”‘= — }一 1

                  2 火矛之/

(6一 3一 6)

故可导出

。。一:一2·，(锣)”’‘’{。’下飞烂。、/2砂六
京才 ’己

  ，，/2二，，，人了”、飞/2
一’{一不一一{’“、“，=“，’“、a’

(6一 3一 7)

。(“)一:艺操 (6一 3一 8)

、，·衬(“)就是B一E气体的Q:一:势积公式，山此可得

、一(粤华)。、;，一、、<、)一。，夕集(6一3一9)
                                        百二下 ’‘

厂(a)二艺知
(6一 3一 10)

又自式伟一3一9)，知

                        q‘=了/汀(“)

再回顾式(6一3一7)，当存在

(6一 3一 11)

          一 j亡〔a)

Q卜“““八7八丽. (6一 3一 12)
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砚仃，进一才确定方一刃气体的吝注二要状态性质。

。!:八__。习巡 一:)一，。‘、、){写
            又 1}/了/;。 ’ 气刁/了尸;

一
一兰夕、:·[与，(。。)二二乌人;、:，黑吐

  艺 又八 / 了 j犷(、‘t)

2少 六，，一尸二一孟洲之、一孟刀乙j、一:一子、心盯之、一，

            5 ]亡(‘，)
二 一 人少“十 二丁八^下厂一

                艺 If(之犷)
((;一 :3一 11)

〔3) (月产)。一，二月U*一;二村勺刀(tt)

一‘、玲，’方亩
(6一 3一 】5)

    其他如万、厂等从略。不一准石出、下1’为刀一E气体，生妇勺能、嫡以

及州 等一系列状态函数平均的统计表达式确与材一方气体存在

一定差别。然而，倘能注意到在。·《!条件下，近似有、(。)一万

井二砂，砍·卜县荞二尸及得到。那么途部的状奋以、、
都一起恢复出订一方气体的面IJ。1州在此种场介下

                      Q。一:片 卜，三;一*扮 ，r厅(、)

                        一~，，“““IJI三，一， (6一3一16)

故必然有27。一，一，获卜，等等。

    话说回宋，，淌若夕一E气体的量子效应开始明显甚至特别突

出，则其者般热力学性质与丫一方气体相比，究竟又能够产生多大
. ， ，，__~ _ .__ ‘_ 、__ ‘_书_、，__.封f“)， ，._
的偏趋呢，要1可答这个问题，将牵涉到书今冬一的估算。              一 ，，目~ ’ “曰”“ “‘闷方’‘a)”J‘卜‘夕’“

设今又二，‘·“，则可解水
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丈一、了上
‘七JJ，一

= 二上-一 二 1一 0.!7G8又一 0.0658护⋯⋯
                                  .

\ 、‘

州 ，，

、
，声
1
、、
户

(6一 :生一 17)

于是，前头的打，一;及片卜:当分别变成

之1凡_
    3一 _一，.
=万IV人1’‘1一u1768几一 0.0658}.，⋯ ⋯ )

(6一 3一 18)

珠，一‘、“」一粤、川一。.!76、;一。.0658尸⋯⋯)
(6一 3一 19)

︸洲
一刀

义

  C‘:，一F= 二粤入一‘(一。.!:68。，一，一，，(。/刁，))一⋯⋯)
丫 乙

                                        (6一 3一 20)

而对 飞1一刀气了4、，丰11应的11」1沦、嫡仁1热育则备为

 
 
 
 

.尤
 
 

︸-\ 
 
 
 
 
 

-

，
心
一，
1 

 

一一一(!’.vI甘
    3一 J.

= 一:甲六 人了
        ，，

沁 __，，。，，_、、互
.’盆一“ 一 科 ‘““ ’ ，

    这就说明J‘，(l.同 一温度下‘，召一K述毛体的1‘和5较之3卜{

气1嘴·都显得小些，11随‘的增人1而1愈故。{It(门 常条件下，一般气

体的“二尸，{直大多1提小，故实际产产1的斌子效应j卜不明显。甚至

可{、丈忽略。即以气气为例，在t，j浏111.:1]和20.3‘下，按召一刃气体

乞虑(}.二7\10一、)，则1乏

1)厂= 、l’I1(1一 0.1，l’6助 一0.065月六·-·⋯

(6一 3一 2】)
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相付于理想气体，偏差不过一0.15铸。这比起如此低温下因分了问

力引起的一1}‘理想偏差还小，尽可略而不1卜。

    二、爱因斯坦凝聚

    上面提到了同温下刀一E气体的状态性质平均值都比u一刀

气体的小，此种量子效应事实上来源丁玻色子倾向于凝集到校低

的能纵当‘!，，从图6一1一1的刀一衬线即可看出它的大体变化规

律。位得注意，刀一E气体的这一凝聚倾向不仅一左现得一与尸的渐近

值密切相关，并在极低温度下将导致爱因斯坦凝聚现象的发生。剖

权了如次:

    自式(6一3一9)当可推出

客爷 鲁
  又 . 只2

不不不十 万1万 汁-
乙 了 j ，

(6一 3一 22)

再考虑刀一E气体的分布函数

亡一“.c一八J一 !

为满足万，)0，且石J不可能达到兀穷(、)，故必然要求

                          。一“，e一凡，> 1

又因为‘的取值范围是:，二0一，二，故对‘“、，有

                      e一介，二 了，/打= 1一，的

这就决定了。一因子加变动区间必勺
二 1一，r)，

:久)二1一，0

= 0一，一 的

  一言以蔽之，作为刀一E气体，其红1份化学位ll’必取负值。且
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温度越高，1、‘住t越负，此。r从式(6一3一21)f‘11出。!囚(6一3一1)描绘

了。一随{答{变化趋势。1划，!，，:·‘是一个}、性温度，常钓;爱「，协1坦
      ’“kT。尸~’“一夕‘。”’“ ”一 ”‘’一一一 ’‘’一

凝聚温度。

    如图所见，‘，一“当随温度自‘川 高而趋冲一。。而当‘“在f氏温阶段

逼近 1[1、t，曲线丁「始明锥

转折。与转折点t!1讨应的

温度就是爱因斯坦凝聚1从

度 T‘。在绝对零度(0万)

下，e一““1。不难万1料，1，一

E气体的量子效应当随

‘“从高温状一态的C.D~ 1

(低认孟区)!百r愈来愈突{}{。

也不妨说，当体系的温度

降到接近T‘11寸.二支量子效

应也就不容忽视了。进一

步还可确定，付一给定的

B一右气体，工仁，’‘仔毛实际

1二即决定于该气体的数密

                                (，/T。)，·

图6一:、一1。。一门‘1’‘、”变化吐!1线

度以及玻色粒子的质量。仍据式(6一3一9)，若‘“(或。“)一科，则有

客券一书)一2.6，2 (6一 3一 23)

取了’二，’‘(‘，一“~1)，即得

一。，荟养一犷(兰鹦二)“‘’、(普)
(6一 3一 2!)
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于是

      / h? 、/ 歹 \2/3

入一沛万万反八一万飞石了) 弋b一“一艺习

  、然，川越小，、(一书)越少(，贝JJ7，‘愈高。而气体的T‘、越大，
就越育易n一较高的温度下显示出它的量子效应。

    在极低温度下，或各说尸一，!时，零能级发生的悄况更引j、瞩

「!。按式(6一1一3)，分布在最低平动能级(:。=0，(内=!)上的粒子

数，之。当石丁确定为

尸一气 (6一 3一 26)

或以川对位大示之:

贵一制:了与! (6一 3一 27)

如式，万为大数，若

|
沐
队    

 
 
 
 
 
 
 
 

八
U

代
、
喂
概

袱
\
浦

。一》，，则粤微不足道.人
                    子、

明体系‘}，儿乎所一(JJ的玻色

子都分布在零能级以_1二的

量子态。譬如、设万二夕。。

{ni。一“二1+10一’‘，贝‘{得

要全10一“
了、几

l0

刀几一

亦即只了f约 ]0一6务的粒

子处在零能级。然而，一旦

。一““绝对”地等于j(刚达

    ·232·

图b一3一2玻色子体系的气争目与凝

            聚相的卞f{又寸密度随(7’/

            犷。)变{仁关系



1’.点)，立将针j飞

 
 

争1111
---、曰

    乍一右来.此种结1仓似川古信，n毛恰恰暗示乙体系的}“变以程

已经发生.}犷随出现的是1奄、{}1牢介子个部洁列零能级1几大1’。此现象

就叫作爱囚帅「川凝聚，它发生在7’<T.的温度1哎介d，在此场合一下，

不叻就将体系的状态石成少白n两卜料1组.)Jk。一个兄气1!!.亨含子仍照

(6一1一13)〕从分布{li。>。。的务个证』级;另 一个是凝聚川.个，81:的

粒子州:落在零能级(:。二0)。含，，以，。。仁1而。分别产、乃又_1乞述乙毛卜11下川毅

聚考!lrl勺丰卜子数，)!指定体系的}人孟J廷为7’(<了’‘)，则就气川T(lf一，J戈

(6一3一23)当然仍川)Jt立，即

石‘;一““，，“(普)
((3一 3一 28)

    而体系的总粒子散万(=石。一十而。)又可从凝聚现象刚要发’1二时

的温度(?，‘)确定，有

万一“，‘，’·，言(号)
(6一 3一 29)

以_1乙两式tll除，得

q。(2’)心

立、
2/

(6一 3一 30)

才1
1

1.
一
Jl

l
.飞
、

q‘(7几)咤

 
 

一~
阮
-一N

因介。二N一石。，故凝聚1【}粒子数的了「分比当为

!一节一，一{答)’“‘ (6一3一31)
          \1./

 
 

一一
内
-一八

或
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      二「. t7’\3/2飞

，，。二八t’一(灭)」 (6一 3一 32)

    显然，T二大时，元。二0，表明零能级不存在粒子。而T=OK时，

“。一了，全部的粒子都集居到零能级之上。图6一3一2描绘了贵及
粤随(兽)的于IJ对变化。
‘、 」 ‘

    三、液氦(升1。’)

    H。‘的低沸点(4.ZK)现象说明其分子问力十分微弱，故低温

下，液氦所表现的特殊性质当归咎于体系(玻色子)的量子效应。具

体说来，He‘的T‘理1仑值按式(6一3一21)计算为3.13万。IJJ此预料

其爱因斯坦凝聚当发生在3·，3兀以下(。一，，资一，，。实验指出，
当液氦从它的沸.点(4.ZK)开始冷却至T兰2.1 9It’日寸，体系似乎发
生了一个手fl变而使Ilc‘(1)转变成为于Ie‘(万)。这”c‘(u)亦呈液

相.但它与Hc‘(1)明显不同。两六的钱变温度即称久点(标准压

力下，久二2。jg‘)。在又点以上，H。’和通常的液体井无多大区别。

其下，He‘(11)却表现出特殊的物理性质。诸如超流性质(枯滞性儿

乎消失，粘度比水小 10一’倍)，反常的热导(热导率大为增加，比c。

或Ag的大100倍)以及嫡和热容出现奇异点等。
    又据克拉贝龙公式，对两相平衡

J“一」，，(刹 (6一 3一 33)

    如图6一3一3所见，在7’=0.slt.左了了，11。’(1)的固一液两卞日

平衡线斜率趋近于零的趋势已很明显(即嘿、。)，这意昧着在该
    .N一、.” 一 一 ‘ 、.礴~ 者一 ’、 “ “、一，dT 一 ’~ ‘.” ’n ‘“峪一、

温度点上，液相H。‘(万)的等温凝固墒变(」从一_，)亦将趋近于零。此
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固然不违背热力学第三定律，但却同“、}大明，作为液川的Ile‘
(11)，在0.SK以下，体系的嫡已经1炙近零了。

P又10(帕

嚣

弋
、、

    己

习

    50

    份0

    30

    2 0

    】 O

6 20 2刁 2弓

                              宁/A

图6一3一3 lle‘卞11图 图6一3一4 低温T一液氦的热容曲线

  图6一3一。描绘了液氦热齐随温度的变化。当{期足够少
                ’一’一”’一”‘”””一’--一”‘一’一”一“气岁:/一“/

时，价、趋于 1.SR，这和经典的平动热育胜一致。而在低温方向上
， _1_，二了T、，，_ _、_ ，‘___ _

乙亦随{贡{的下降而趋近于零，仍符合一般热‘存划七榭卜·然而
在2.1 9It’。点)上，乙却出现了一个奇异的限大。类似的奇异点石
Hc’的嫡(5)一温度(T)变化图上也可育到，井且是一样地出现右

温度的又点上。

    尽管暂时还谈不上对实验观测至11的}Je‘的特歼二物理护L质”:{1

更加洋尽完满的统计力学解释，但理论上己可肯定Hc’(皿)的一
切特殊物理性质必与爱因断坦凝聚栩关，而该相所处的能量状去

也应该就是前面所讲的零能级状态。换言之，液相He’(盯)的全门

分子都落到最低的平动能级上了。
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葵魂 F一D气体的一般片争胜

    最典型的F一川本系当以金属，}r的自山电子气为例。对金属

及半导体，费米能级是个很重要的}5比参数，它决定了金属或平导

体的许多重要物理比质，如金属逸出功、能带弯曲等等。在。兀下，

金属‘}，的自山电子气仍衷现出川当大的零点能而。)和零点压力

(l，。)，此乃F一1)气体最显眼的星了效应，。附带衍出，就氦的同位素

说，“e飞是费米子，故在低温下，其所衷现的量子效应当与“。’(玻

色子)的行为大不川同。

一Q尹一。计算
仍假定费米子的平动能变化兄j生续的，则!‘!式〔6一2一16)、有

Q·-一 。〔“‘尸，，，，(，一十““·户八，d。 (6一“一，)

川(l十x)“公一于 十于
                                      乙 j·一 黔一，，.+’令

(6一 J一 2)

1，，(1+。·，一八)二丫(一1)。，:烂‘。加 ‘6一卜 3)
                    扛丫 1之

对。夕(。)，仍暂依式(6一3一2)，山是不之难给之{}

Q，，一2·，’(架)“/’丁。’暮子￡t/2‘，一‘/
      =争沪(a)

*(tt卜菩(一，，科‘麟

(6’一 1一 1)

(6一 」一 5)
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从而

N一‘年)/、不一卜菩(一，)、一舟
二 q，了(a) (6一 牛一 6)

。。，(。、二\’、一，、、;，岁
        州 ’

(6一 4一 7)

亦可将Q，一。写成如1:)f三r仁

                          Q:一。今

    同样，厂令尸=又，则可导出

二 9，(心t)

‘v于石了
(6一 、落一 8)

r/)(“)
切，(。)

买‘一，)、“井

共(一，)。·‘拼
二 1十 0，}768又一 0.0658尸+ ⋯⋯

(6一 4一 9、

J是，体系的状公性质使进一步被确定如下:
              ，刃，一1、 _、，、，御，、

、1) 灯尹一1)二 气一次二尸一)兀.。今 11，气几)气了下)t
                  ‘)/f ‘ 。)/了

一今、一‘嘴借
一粤、。，(1+。.17(;8，一。.06:8;一。。..⋯

(6一 1一 10)

2) 刃，_，二一人八‘必一娜万，一，斗一人Q，一。

一‘、。十粤、万(卜。。、768久一。.06:、、才⋯⋯
(6一 1一 !1)

，。、，厂;_，.I，八 _不，，，r/)(“)
、。’‘’一“，v，一‘’一““‘贾而
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          =又2’(!十0.1 768又一0，0658尸+⋯⋯) (6一!一12)

    如式所见，11:为粗略估计，在一般悄形一「，F一Df本系的叮、万和

砰 都比M一B气体的大，这当然和费米子的量子态.l，’据原则密切

乎1】关.

    二、olt-下自由电子气

    如丧6一!一1的砂位，电子气水远要)!枝从F一D分(li。这里所
说的自山电子气也不过是个模拟f4.系，J毛结1仓t.l’别适合金属的自

llf电子模型。自本世纪以来，德鲁t.l等已将金属的t.l’征与金属，!，的

自山1匕子联系在一起，)f’以自山电子气模型来阐明金属的导电、导

热等一系列性质。从近代物理结构理1仑看，认为金属‘1，存在摆脱了

原子束缚的离域电子，大体是合理的。需要提起的是，作为r一D

气体，前面引出的那一系列公式仅代丧F一D体系的一般通性，而
在T~0‘场合下，还有许多细竹尚待号究。

    可将式(6一1一6)改写为

]，一合-尸一“.e一户，+ 1
(6一 4一 !3)

    不难理解，元既可代表能级，，」:齐简并态的平均分布数，亦

可解释为该能级每个简少r态出现粒了的几率.又囚为F一D体系

不容许存在(能级)量子数完全相同的两个或两个以上的拉子，故

此处的j，给出值只能介于0与!之间。式(6一刁一13)有时亦称态

密度分布函教.

    由式(6一刁一J3)即可确定r一Dl本系的f“及a的变化区间是

e’=co一 ， 0

                      口

___ 产 _ __ _
a 二二二 吧代二 ;二二 ‘耳刁 ..曰.，...-

        心2，
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这比起刀一F气体，其允许的可变范旧显然宽广得多。

表6一4一1 三种分布律的e一a、e‘及召‘变化区间比较

气体一一态密度”布函
l

一;温·“，“一低、、一高温低温~高温

“一“一一，，一。二少一少一1一一 1} 卜，0
)

0~ 一 印

”一1一、-一人钊! c ’t’‘’，一’1一 】一 C( .刁‘一 C心

飞了一一‘，一 1一二一一 〔又)目州卜- ()口

    值得注意.在绝对零度下，费米子的化学位〔洲)必取正优，简

证如下:
    设以八。表示T一，0I’r时费米子的化学位，再将式(6一咭一13)

改写成

              了J一二 寻一 (6一1一11)                              e又，，一“t’‘竹十 1

      。二::::。 ，二r、，，，。。 。。、 ，。.，.。。 “_ 、，‘， 户    显而易见，产。不可为负(即1，.，气0)。否则，将因。‘七少一“。”/“~co犷

口=Olt*)而使所有能级的了J、。，即体系，卜全部的粒子都失纵了，

这肯定是不合理的。

    确认了刀。必取正值之后，进一步可堆出在了一 口K下，有
                    f夕=0(。少>，‘。)

                        fJ特1(尸J<刀。)

    表明此时所有的粒子全都集居列。J<刀。的能级，而对那些能

量超出产。的(能级)量子态，却统统是空空如也的。由于与召。对应

的能级。，是0兀下F一D体系，!，被粒子占据的最高能级，习惯上称

它为费米能级。
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    在OK附近，自由电子气的热力学性质亦有它的特殊表现。对

此场合，其Q势函数求解如下。

        Q·:一丁了。(￡)，·(，+、一 ‘￡(6一」一15)
以上积分可分为两个部分，即

犷·(?)1·(‘+一‘))‘￡一仁一(?)，·(，+·‘一 )‘。

        +丁二。‘?，，·(‘+一 )‘e(6一魂一;6)
    不难看出，对e成产。的区间，因T一0兀，。‘、一州厅~。，故积分

式对数括号内的1尽可舍弃，即取

              In(1+。‘、一，，/‘)兰粤于二 (卜 刁一17)
                                                  一 k7，

    至于e>产。的部分，则因T一0It’，户。一川坪一0，故其对应的积

分值亦必为零。此外还须考虑电子的自旋运动对简并态的贡献。因

为，对自由电子，当指定了它的平动量子数后，还可能出现两种不

同的自旋“方向”。这只要将原来不号虑粒子自旋的。(。川·算式乘

2，便也自动满足了，即

仍(?)‘￡一」·，·(架)3/’￡!/，‘￡(卜“一，8，
    总而言之，在OK场合下，自山电子气的Q，一。仅由下列积分

项决定:

Q一丁:。”二，·(争)“‘2业粉卫。一‘君
                      』.，/2，n，\3/2/峭 。，八 /.，_
                    = 4汀F阵寿二} }伟 群。。/21/kT (6一 4一 19)

                    ””\h，/ \15尸”//”-

    作为金属中的自由电子气，此式的厂当然对应于该金属的表
观体积，而。.则指电子的质量。下面给出OK下自山电子气的主

要热力学性质。
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(!) 入’
  了彻，一。、 ，，，了弋卜。、
= {— 1 ~ 抓1 1一卜二一 J

  、 i)a 尸，、[’ 、办。产”，

一琦·，/(架)3‘’(号尸。急/2)

、。一靛(纂)’‘“

(6一4一20)

(6一4一21)

(2)万一(架，‘·，一‘，，2‘鲁，‘、· (6一4一22)

此处，微商项的不变量是V和“，但“一分(T一OK，，姑且将式
(1一1一19)改写成

Q一。一!4二!/(爷)“‘’壳(拌)“/’」“，，，3/2
一:」，·、/(架)3/’去·“/2〕(‘少，”‘’

云0一」·，/(架)“/’(号，才。5/2)

(6一 4一 23)

从而有

(6一 4一 24)

也不妨表示为

。‘、一粤了。。一擎 {琴)’‘3 (6一刁一:5)
        勺 一 IU矛子2八 川‘/

    此式表明，在OK下自由电子气仍表现出相当大的零点平动

能。其根源即在粒子的能级分布并1卜全落在最低的零能级上，这是

F一D气体特有的量子效应，它和”一E气体的爱因斯坦凝聚全然

不同。

    (3)料想得到，在OIt’下自山电子气的能级分布亦仅呈现一种

微观态，故对应的嫡白必为零。验证如下。

将。It-时自山电子气的。。、。}‘一引、:以及QF一。诸表达式代
                                                \ 1 1
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入嫡公式，立得

    5。二一k尽/。一ka八’十kQr一。

  ‘_，，/2，n。\’/，产。，/，/2 2。4\
一 ，71，!.下犷 1 ’一下言-1.下尸一 耳犷卞 下声1= U

        、n一/ 才 、0 0 JO/

                                                (6一4一26)
(1)同理，在OK下自由电子气亦能产生强大压力，即

丽一‘TQ一”·，/(争)“‘’·去，。5/2
  一普万。

  (6一4一27)

(6一 1一 28)匹
3I， 

 

一-
一P0

    显然，零点压力之存在与零点平动能之不为零息息相关。金

属中自由电子气产生的零点压力可达一JO’。工/1。，，此种量子效应

确不容忽视。

    利用上列给定诸公式，即可分别估算一般金属r!，自山电子气

对金属状态函数贡献的约值(0It’)。

、。一瓷(镖)’‘3一26，。，尹一’‘、二V
石。一音了。。。一1505。一‘，、，·，·。，一
否。=了产。=2507.5户一，/，‘夕·，no1一’

T一半一3“，·8，亡一’/3K‘费米温度，

户。一号平一】·。23义1。，?。一‘、。·/，一(帕，P。)

‘彬 .



    务须指出，在OK以.匕自山电子气的各种热力学性质当随体

系的温度而变化。如式(6一4一1)，有

0一丁;’功(r，，·‘，+二‘”，‘￡
.(。)11:(1+ e(‘一，)/汀)d尸 (6一 4一 29)

    已知a的变化范围是从0汀下的正液到极高温的一。，所以，

洲随T的变化方向必然为温度升高逐渐从正变到负。而￡的变化

又是从0~二，这样一来，T并0兀时，上式右方对数项in(l+

户’一，/勺就不容易被简化，以致Qr一。的积分变得十分繁复。但从最

终的结果看，在寻常的温度下，F一D气体对T的依赖并不明显。以

下，利用索末菲(彻，，，，f耐)定理给{1{:

石‘，”一云。(，+兴(誉!”一精(芸)‘+

。(T)一，。{!一藉!兴)’一晶(号)‘+
(6一 4一 30)

(6一 4一 3!)

二 二1二 5二2/孟7’\2 汀书/k7，\‘
I’ = 尸洲 1.十 ‘吮吮二1— { 一 气气:}一 } ，卜 。。.。。。

      一\ ’ 12、1才。/ lb\刀。/

(6一 1一 32)

从而.还可进一步堆出

万’‘”’一(器{:.、
  一“‘(剖刽一刽刽“+⋯⋯

‘(·)或和护

(6一 1一33)
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  、_./汀2/kT\ 汀难/孟7’\“.
= 八川 -二，1— 1一 二二1— 1十 。。。.。。

      \2\粼。/ 艺U\声。/
(6一 4一3」)

    以上诸式仅适用于T《k/lJ。=T，场合，但实际上，对一般的金

属，即使在熔点附近，也还远远没有达到T，这个温度。F一D气体

的热容曲线已如图6一1一3所示。又从式(6一4一28)及式(6一4一
32)看，不论是0‘或非OK，金属，!，的f!山电子气均能产生强大的

压力，一般尸二10’。一/耐。这样巨大的内压如何承受得了?很巧地，

它恰好为原子间的势能所平衡。

    讨论到此，似乎还应当对此类体系的态密度分布在OK以上

可能发生的变化作些补充交代。

    由式(6一4一13)容易看出，当T>0兀时，对。，=刀(2’)的能级，

必然

!
-?" 

 

一- 
 

一.奋
曰

  换句话说，在这个能级上，、个简，:态被占据的儿率均为合。
而对处在召口’)以下的各能级，若几<<召(了’)(即低能级区)，其对应

的元几乎照旧等于1。也只有那些能量仅略小于ll(7’)的能级，元

才较明显地小于 1。至于那些能量超过爪T)的能级，则几将随勺

的增大而渐趋于零。所有这一切，无非说明了在OIt’以上，唯有集

居在紧靠爪T)能级的那些粒子，才‘可能被激发并跃迁到能量大于

刀(T)的能级。即如图6一1一2所见，其态密度的变化出现在高能

级区的前沿。

    三、半导体中载流子的态密度分布
    关于金属，}，价电子的运动，存一在两种不同的理论方法。一即自

由电子模型，二为能带理论。虽然，自山电子近似基本上亦能说明

金属的许多物理性质，但事实上，对金属以及其他的固态晶体，应

    ·244·



用能带理论更能本质地解释有关金属和半导体之间导电机理的差

别。特别是对半导体，其载流子分布的能带结构更是半导体理论的

主要依据。

    图6一」一!示意绘出半导体的能带结构。简单说，在绝对零

度下，凡被电子占据的能带都完全充满了。或者说，只存在满带而

无导带，故宏观上

不具导电性。而在

0It’以上，由于热运

动的原因致使少数

的电子从满带(或

称价带)的带顶激

发到上一个空带的

带底，这样，原先的

空带就变成一了未被

电子充满且能起号

电作角的导带。同
时，原来的满带亦

因少数电子的离开

羹羹羹羹
慈裁转酥鑫 奏薄唱舞攀

三三与舀三三三 至彗军辱至

一 导带

一 满带

犷二〔)h’ T> 口K

图6一4一1 牢导体能带结构

而留下相当数目的空穴(且!1未被电子占据的量子态)，换言之也成

了未被电子充满而获得导电能力的导带。然而，从价带中激发出去
的电子或者说留下的空穴毕竟相对极少，故在外电场的作用下，倒

不如将实际上是电子从负极到正极的运动想像为带正电的空穴朝

着相反的方向流去。所谓空穴导电，含意就是这样。总而言之，在

半导体中，导带的电子和价带的空穴都同时承担导电任务，习惯上
统称为载流子。如图6一4一1，呀带与价带当中存在一段不允许电

子占据的能量区闻，此即所谓的禁带，其宽度即等于导带带底与价

带带顶的能量之差，
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e，= ￡c一 右v (6一 4一 35)

在一定温度下，从价带中激发出去的电子数目与禁带宽度有关。‘

越大，激发越难。从

而由此产生的导电

能力越小，其极端

即‘大到不可能

导致电子激发，那

就成为绝缘体了。

    应当交代，上

面所讲的均系纯净

半导体的基本情

况。其主要特点是

导电性起因于电子

从价带激发到导

带，故通常又你之

。。二=止==匕巴，亡

如 JL J. 』.月.JL

勺 万 1了 ，了 .奋 ，r

”薰扫莽唇熏 如墓幸拳莽莽
a)。二型 b)，一型

图6二J一2 字导体‘!，的杂质能级

为本征半导体。实际应用‘}，，为了改进半导体的性能，常常是特意

在半导体中添加少许的杂质(掺杂)。而银据杂质所起的钧’用，又可

分为。一型和p一型两种不同功能的“t’.导体。如图6一」一2，对“型

半导体，杂质原子具有释放电子(施主)的功能，山于它的能级助

处在禁带区中且距导带带底并不太远，从而杂质原子‘!，的外层电

子就可能比较容易地被激发到导带「1，去，过程可表示为:

                    D~D+十。(导带)

    这样，既使该半导体获得了导电能力，同时，失去电子的施上

杂质又成为半导体中束缚正电荷的‘1，心(D+不能迁侈，故不起导

电作用)。如假定此时价带中的电子完全不受激发，那么，承坦导电

任务的载流子便只有导带，1，的电子，这就是。一型半导体的主要
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特征。反过来说，倘若杂质原子具有束缚电子(受主)的能力，且其
能级。，处在即离。不远的价带之上，此时价带中的电子就可能被

激发列受主杂质的原子轨道‘!，去。过程示意如下:

                    A一，A一+五(价带)

即受主杂质成了半导体，}，束缚电荷的「}，心(因f同样不能迁移)。

如假定导带，!，不存在电子，那么，承坦导电任务的便只有价带‘!，的

空穴了。此为p一型半导体的主要1李征。

    半导体中，无论是电.子或空穴，都一概要遵循F一D分布。这

里。仍想像电子或空穴的能量变化是近似连续的，从而导带，!，电子

的态密度分布函数即可确定为

了(。)一粤 一下二奈六 (6一，一36)
              切 气f， f r - -r 止

    而对价带空穴，则不妨以(l一f(。))来表示该态未被电子占据

的J七率(空穴出现几率)。于是有

!一了(。)一1--一二争思
                            〔’一 r‘’ 牛 1

                        l

e(。，’一，/怜+[
(6一 4一 37)

    上两式中，￡，即费米能级，其所处位置通常都在禁带区内且

一般均可满足}。一。;!》人T。因此，一不论是导带电子或价带空穴，其

态密度分布函数都可近似简化为

            了(。)一二浑斋-一 一。(:，一)，，，(6一、一38)
                          户弋，一‘;’了打一卜!

          !一了(。)一. 兴一舟 一。(。一;、/。:(6一、一3。)
                          P(，，一‘，厂盯十 1

    利用这一分布函数便可分别确定本征半导体以及。一型或p

一型半导体r卜载流子的数口。
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    (1)本征激发  本征激发乃指半导体中电子自价带激发到导
带，此系本征半导体产生载流子的唯一方式。诚然，在。一型或，一
型半导体中，如禁带不是太宽，亦可能同时伴随本征激发。

    设在给定温度下，对单位体积半导体，其导带有n‘个来自价

带的激发电子。这些电子当依式(6一4一36)分布于导带当中，即

‘一丁::。‘?，‘(￡，‘￡兰丁:一‘￡，·‘，一’“‘￡
                                                  (6一 4一 40)

此处，积分限的氏和成分别对应于导带带底和带顶的能量。

        切m一‘卿2 一 _。(￡)了e= 4汀!二云号一} (e一 氏)’zzd￡ (6一 4一 41)

                  \ n一 /

式中，，户指导带中电子的有效质量，因对任何固态晶体，离域的电

子实际上都处于周期性的力场中运动，故1心可看成是电子运动

于周斯性力场中的有效惯性，它与电子的真实质量当然不同。将式

(6一4一41)代入式(6一4一40)，并令(e一‘)=:2，则

砚。全 4汀爷)3‘’
爷!“‘’

丁:(。一。。，/2。(。，一。)/。*
丁一口(。一。)一。(。厂。。)/。.。(。厂，，/。*

.厂
r

.1

1
、
、

J
J
J
万
.
，
，
、
、
.

一、，(爷)3/2。《。一。/打丁:’2，2。一* (6一4一」2)

    考虑到导带中的电子根本不可能跌落到带底(。。)之下或越出

带顶(e;)之上，故上式积分限尽可想像扩展成为

  于是

·248·



、‘一礴·(平)”/’一‘盯丁了2一’“‘·
一2(镖尸:)”‘’一)/。·(卜‘一，3，

类似地，如由式(6一4一37)出发，立可给出单位体积空穴数

一 r与 、， _ 、、 _ [、 J、， 、‘__
挽。=} 功妙，(且一了(￡))汉￡兰!“叹‘)e、’一”，‘“d。

            J r，。 J 扩
                                  V .

    此处，扩v和、分别代表价带的带底和带顶的能量。如以耐
表示空穴的有效质量，则

。(:)、。一。，{蝉、}3‘，(。、一:)，/2、。(6一难一45)
                  \ 刀一 1尹

所以

、‘二。、{洲3叮，。(￡v一。)’/2。(‘一’，、/汀J。

一(架!“/’一{一’(尸广泞)1/三一
一2(架黔)飞了认一

。口(，一‘v)/打de

(6一小一46)

显然，对本征半导体，云‘二元‘。联合以上两式，当可解出

￡，一冬(。。+。)+华*:1。鲜
          乙 组 1孙‘
(6一 4一 47)

    由此即可确定本征半导体中费米能级(。，)的位置，倘，心二

叨才，则

。，=冬(‘、+￡。)
            乙

(6一 4一 48)

。，恰处在禁带中央(见图6一4一3)实际上，通常是1心>心 ，
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故。，的真实位置应在禁带正中偏上。严格而论，。;的位置还与体

系的温度有关。

    (2)。一型半导体 在。一型半导体，!，，杂质原不(施主)是电

子给一子体，且施主能级(即可

能电离出电子的能级)位于

禁带并略靠近导带带底下

端。在没有本征激发场合下，

导带中的电子完全来自施主

的电离。如图6一4一2(。)，

设施主能级包含。。个简并

态数，其能级至导带带底的

能量差为(ec一eD)。可以确

图6一4一3 半导体中术征激发

定，只要(份一今)》4仔，则施主杂质因激发而产生的正电荷(束缚

态)数目便如下式所示

              元+二元。(1一了(e))兰而t)e(，。一，，/珍 (6一浦一项9)

而导带中的电子仍由式(6一4一」3)给出。此种场合下，亦必元。二

心，故其费米能级的位置是

        1， . 、 .kT.
即 = 二一〔￡。十 ￡‘)十 下.111

            乙 乙

[— 』巴一一-1
1_12汀1月a’kT\d/21
1艺1于一-丁宁-一- 1 1
L \’ 左‘ / J

                                                      (6一 4一 50)

    附带指出，土式当忿}，元。被定义为施主能级的简并态，倘半导

体中每一杂质原子只离解出一个电子，那么，而。就相当于该半导

体中杂质原子的浓度。

    (3)户一型半导体  尹一型半导体的杂质原子(受主)是电子接

受体，受主能级位于禁带且靠近价带带顶上端。当价带中的电子激

发且被受主原子捕获时，价带即出现空穴，而受主则变成荷负电的
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离子‘见图6一琦一2(的)。同样地，如以反。表示受上杂质的简井态

数(或杂质原子浓度)且满足(即一。，)》4孟T，则价带因激发而产生

的空穴数日仍如式(6一嘴一46)所示，而受主杂质所接受的电子数

则为

                  瓜:二而J(。)=:石‘。‘，，一‘，，阿 (6一4一51)

假定不存在本征激发，必云。二云一，于是

协

-

1， . 、 k笠
二丁又矛v十 ￡、)十 二二111
乙 乙

2汀1淤录犷人T

    护

      ，之」

 
 

.j
1

︸

r
l
t
es
.
刃
」

C夕 二

(6一 ‘1一 52)

    显而易见，对。一型

或;一型半导体，其费米
能级明显与温度有关。图

6一1一4示意丧示。一型

半导体在弱电离范围内今

随温度的变化趋向。图‘}，

出现一个极值。应当提起，

。，到达这个极值的温度与

半导体中杂质原子的浓度

! 、‘
二一 如
矛

l

!

刀。二021人。

图 6一4一4 :一型半导体 ，，随

              温度变化

有关。杂质愈多，这个温度也愈高。如而。二10’“~10’.。。一3，则极值

温度大约在 1一10兀范围之内。

葵5 同核双原子分子的对称效应

    前面概述了量子气体的基本特性，从根本上说，玻色子和费米

子之问的性质差异皆因粒子波函数的对称性限制。值得江意，此种
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由波函数对称性引起的量子效应对同核双原子分子的量子态布居

匹配方式也起了决定性作用。在统计力学理论方法中，这是不可忽

视的一个方面。

    一、核自旋一转动t子态匹配

    根据量子力学，对一个同核双原子分子(如HZ、DZ等)，就交换

分子中两个全同的原子核(记作a和川位置而言，其分子的全波

函数甲(a，刃也必须是对称的或反对称的。即
                      甲(a沪)一土’lr(声，a) (6一5一1)

    倘分子(AZ)中A的核是奇质量数(指质子与中子之和)的，则

W(a，刀)必为反对称的;反之，若A核的质量数为偶，甲(a，刃就是

对称的。在理想的(即各运动形态互不相干)场合下，描述分子

“态”的全波函数亦可解析为各运动形态的波函数之乘积，即
                  甲(a渭)二劝。·劝，·叭·叭 (6一 5一2)

    此处，甲(a，川不考虑包括分子的平动，而叭等则依次代表振

动、转动、分子中电子的以及核自旋的波函数。这些运动形态的波

函数各有它们内察的对称性，其总体效应就表现为甲(a，川的对称

性。以下分别指明各护的对称性要求。

    (1)如式(1一3一9)所示，双原子分子的振动波函数叭仅依赖

于分子中两原子核偏离其平衡位置的位移x(=，一，。)，调换两核

的位置与:变化无关，所以，叭永远是对称的。

    (2)在球面极坐标中，转动波函数叭是。和伊的函数(图1一3

一2)，其对称性操作可表示为

              叭(汀一0，汀十甲)二(一1)，护(0，尹) (6一5一3)

    一般称此为球谐函数。交换两个原子核相当于分子绕其二重

轴旋转1800，即。变到(，一0)，尹变到(，+甲)。如式，叭的对称性明

显地依赖于转动量子数夕，当夕为奇数，则叭是反对称的，夕取偶
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数，丫、，是对称的。

    (3)多数分子的电子运动均处于基态，电子波函数叭的对称

性即视电子的基态谱项而定。若基态谱项为公+，则叭属对你的

(指相对于两核的交换);如系公一，则叭为反对称的。

    (4)核自旋波函数的对称性与分子中原子的核自旋量子教紧

密相关。若‘、=0，则护。必为时称的，‘。护0，劝.可能是对称的或反对

称的。例如，已知H的质量数为1，:一 1/2。据式(2一4一27)，有、

“2‘。+生二2，即氢分子(HZ)中每个氢核各有两个自旋简并态，而

整个分子就存在4(二2，)个不同的核白旋态。每个态各有其本征

波函数，。。如以(+冬)和(一冬)分别表示H原子的两种核自旋卜 ‘J二林 T’。产”~’、’2’‘，‘’、 2‘2碑2，J卜产J’一 闪、J“J『J” ’;、冬」’~

态。那么，H:分子的4个叭便分别确定为:

甲，.，二护、/2(a)护1/，(刀)

护.:二功一，/2(a)护一。/2(吞)

叭，，一六“:/2‘·)‘一‘“，+‘且/，‘“)‘一‘·，’
。。4一六“1/2‘·，‘一‘“，一‘1/2‘“，‘一‘·)，

                                                        (6一5一4)

以上，头三个劝。皆为对称的，而叭，、则为反对称的。具备对称朽的

，H:就是正氢(0一HZ)，而反对称犷。的氢即为仲氢汁一HZ)。

    总之，作为同核双原子分子，为了满足分子全波函数甲(。，刀)

的对你属性，必然要求分子内部各有关运动形态的波函数相互协

调。现按甲(a，川是对称的或反对称的区分，各劝的匹配方式则有

如表6一5一1所列。由于砂。总是对称的，而在多数场合下，叭也表
现为对称的。因此，决定甲(a，川对称性的关键在于劝，与功。之组合

默契，这也叫作核白旋一转动态的匹配。
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表6一5一1 同核双原子分子波函数\ll匹配方式

，1，(a，声) 叭 叭 叭 叭

  又寸称的

(偶质量数

  的核)

十

  十

(公‘)

十(，偶) 十

一(J奇)

(公 )

十

+

反对称的

(奇质量数

  的核)

十

注-
十

十

十 十

    那么，由于这种核自旋一转动态的相互匹配又能对分子产生

什么样的效应呢?下面即以HZ为例说明正、仲氢问的平衡比及其

低温现象。

    二、口一HZ和户一H:的平衡比

    H:分子的全波函数甲(a，/I)当然是反对称的，其电子基态谱

项片，故叭是对称的。参照表6一5一J，0一HZ的劝.(对称的)必与
反对称的叭。取奇值)匹配，而p一HZ的叭(反对称的)当和对称的

叭勺取偶值)匹配。

    以q‘(。)和q’(P)分别表示正氢和仲氢的单位体积(分子)配

分函数。据q的析因子性质，可给出

                  q奋(0)=q。二 q。，q，·q，二(0) (6一5一5)

                  口‘(尹)=口，‘一q，·，，·q，，.伽) (6一5一6)

式中，q，.=q，·q.合你核自旋一转动配分函数。显然，不管是正氢

或仲氢，其qt’·q。及，皆分别彼此互等。又对。一HZ，其q。(。)“‘
(。)二3，对户一HZ，q:(p)二叭。)二1。于是，相应的qr二当依次给出为
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乳二伍)= 3X  习-
护二，.，.补·一

，二(，)一*f义 名

(黔干乐份劝

(6一 5一 8)
j=0.2.4.⋯“

此处;艺
              J今 1，3
拟习 分  新是 名

                ，= .，3.5⋯
(，Zj+1).资一J姗’城厅和

J.0、2.4

扛03.。⋯‘。+1)户一碑，勺缩吼上两式!，:厄;食指定核百“‘态
能景为零。若暇定普通氢钱‘正、仲两氢叫目互转化并达成平衡，即

                「“一HZ科户一H粉 (6一5一9)
    其平衡常数不难按式(5一5一13)给出

                  入’(0)_q。(0)_
                        1、， 铸 弋弋忿一-丁 一 --丁，弋.—

                          八气P少 qo气夕)

将式(6一5一7)、(6一5一8)代入，则

q，二(0)
q，，.(夕) (6一 5一 10)

艺
赫

3X

刃(。)

灭(尹) 1又 艺
(6一 5一 11)

j.0，2.小·’·

第二章咨5早已指出，在足够高温下，有

  艺 一
，.13，5··一

艺
J.0.2、卜“”·

  了8尸什T、 ，。 尸 。。、
= }~-;丁犷一1 气0一 a一 1乙夕

    \ 乙左一 /

所以有

八’(0)

八’(户)

3

l
(6一 5一 13)

这就是以前讲到的正、仲氢高温平衡比。当T~OK时，因

习 ~“

E 二!
j台0。2，小”·

故必

八，(Q)
二万七--丁 ~州卜 U

八吸P)
(6一 5一 11)

255



即此时所有的Hz都要转化为尹一H:。更明确些，H:的核自旋全部

布居在由反对称叭表征的量子态上，而分子的转动态也一起落到

夕二0的最低能级。

    然而，实际发生的情形却有点蹊跷。回顾第二章讲述的绝对嫡

和第五章介绍的气体热容，在口左下H，的残余嫡之产生以及它的

热容~温度曲线都同时表明了氢中的口一HZ加一H，比值一直是被

冻结在高温下的3/!。固然，关于正、仲氢之间事实上不容易按式

(6一5一9)发生转化仅是一种特殊情况，但无论如何，其核自旋与

量子态两者之必须匹配正是这里所要强调的量子效应。
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习 题

    (1)设He‘的摩尔体积为百二27.6‘、。3，试按下列公式计算He‘

的爱因斯坦凝聚温度。

_. hZ / 了 \2/3
望’.今 ，:一一-吮1二一月二?二:二代 1

      zjr产祝k\2·Ulzl//

    (2)He、是费米子，已知He3的沸点是3.2兀，试计算沸点温度

下He，的ea值和He‘蒸汽的焙。

    (3)试为两类量子气体推引量子态分布数涨落公式，即

            研二元:(1一元。)(F一D气体)

            可二珍(1一干元)(I1一E气体)
    (4)试证:

      。)对尸一D气体，每个(能级)量子态(。.)的分布数为0和 1

的几率比为1，e口+产’、;
      乙〕对尸一”气体，每个(能级)量子态分布数为0、1、2、3⋯⋯

的几率比为j:(。J十夕七，):(。“十”，，)’:(。“+户，)3·一 。

    (5)试根据量子气体Q势函数定义式，证明

                    舀Q“ 万da十 Ud声一 声P况厂

    (6、试证:对两类量子气体，其体系的嫡可分别表示为:

右一，:气体，夕一 k艺。‘.，n五一 (1+元.)1。‘飞+元。)〕

F一‘，气体，万一 k艺仁，1。In石.+(:一元。)In(，一五‘。〕

以上，石.表示粒子集居在(能级)量子态乙L的最可忆分布徐。

    (7)氛(0，)也有正氛(。一D:)和仲氛(户一HZ)两科，朴1‘〕旋杏。已

知D的核自旋量子数:、二1，试确定

      。)o一D:和夕一H，的核自旋配分函数劝。;

                                                                    ，23了。



      b)。一D，和户一D，转功量子态的取值方式;

      。)预估。一D，/尹一D:的高温平衡t七。

    (8)设量子气体‘1，，粒子也有内部运动自山度，其配分函数q

=夕，·。。.‘。据此，则式(6一2一17)及(6一2一18)，}，的‘和妈当分别

理解为(。J)。和，二，(。J):。是吗?说明理1!1。
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第七章  相倚子体系典型示例(一)

    对实际的宏观体系，粒子间}「!互作用一般不可忽略。采用系综

统计就能比较容易地从原则上建立具正则或巨正则配分函数。理

论处理，}，，主要问题都集‘}，在如何求解因粒子间相互作用而产生

的构型配分函数项，但其计算又牵涉列势能函数的具体丧现形式。

山于影响粒子间相互作J月的囚索极端复杂，迄今有关扣倚子体系

的统计力学处理大多仍停留在不同程度的近似阶段。但无论如何，

前少、工作已达到高度成就，非本巧所能述及万一。以下两章，仅以

某些最基本的典型范例，概要阐明系综统il’处理名类扣倚子体系

的要点大意。

釜1 晶体的频率分布

    爱因斯坦模型假定了晶体‘!，所一有原子的振动都是各自独立

的。且具备一样的振动频率(见第五章茶2)，这显然不合事实。光
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谱实验表明，即使是简单晶体，其红外光谱亦呈现宽广的吸收潜

带。暗示晶体『!，各简正振动方式的频率变化必存在一定的分布规

律。也因此，欲以统计力学方法来揭示晶体的宏观热力学性质，关

键即在如何确定晶体中原子振动的频率分布。这无疑是修正爱因

斯坦模型的大前提。

    为便于讨论，下面既以单原子晶体作为处理对象，并设想晶体

中不存在任何位错或缺陷，亦即所有的原子均处于它们正确的点

阵位置。

I
J

l

l

l

    一、晶体的能童函数

    晶体中，原子间的距离

很近，故必存在强烈的相互

作用。由于周期性点阵排列，

任一指定的中心原子无不被

四周邻近的原子包围着，或

者说，该中心原子乃处于邻

近原子所产生的力场约束之

中，从而，其运动只能围绕着

自身的平衡位置微弱振动，

相应的振动频率以及偏离平

图了一】一1一维晶体原子振动的

            协能变化曲线

衡位置的幅度即由周围的势能场决定。图7、一J一1例示一维晶体

的长污拼户以及指定f护心原子(D)偏离其平衡位置的势能变化。

尽甲，江芍瓜佘邻近原子(.4和伪产生的影响。图中，aa线或cc线

分别表示二一方或口~刀原子间的势能随距离的变化，而虚线则为
二吝之迭加，即滋、‘同时作用于B的势能曲线。推及三维晶体，其

势能变化豹摸样想亦大致相仿。所以，人们常通过一维晶体的结论

来推测二维品体的表现。

    ·260·



    现在考虑一个由N个原夭构成的晶体，每个点阵原子均有C
个配位数，其运动自山度为5。第三章曾指出，通过坐标的简正变

换即可将晶体中N个原子的振动化解为sN个简正振动方式。作

为近似处理，梅个简正振动又被模拟为单维的谐振动子振动。按经

典力学，谐振子的能量包括了动能和势能两项，即

￡。一告，之。牙+‘(‘，

  一六p:+专‘，一 (7一 1一 1)

式‘!，，m和k‘分别为振子的有效质量和力常数。如式，整块晶体的

总能量当等于

E二v(o)+艺、‘
卜1

  S夕

=v(‘，)+习 共p荃.‘+:，;(:)乙1“

                                                      (7一 1一 2)

    此处，v(。)表示晶体中所有原子皆处于各自平衡位置时的结

合能，故亦叫作点阵能或构型能。可采用以下办法来估量晶体的点

阵能，以中、、表示拆散晶体中一对最邻近原子对必须耗费的能量。

若不计较次邻近及更远的原子间相互作用，因1个原子共可形成

华个最邻近原子对，于是给出
  2 ” ，人、”~ ”J、J”布’，~ 昨，~

          v(·)一告，。、。一 (7一1一3)
    虽说式(7一1一2)中的振动能项可1妇经典力学定义，但亦可以

通过量子力学来求解它们的能级公式，即对第K个简正振动

。.，;一{、十令)。，，‘
          \ 乙 j

(7一 1一 1)
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又设正则系综‘!，与量子态‘相对应的成员能量是:

:一v(。)+万。。，‘、。、 (7一 1一 5)

从而，可采取量子态求和来建立品体的正则配分函数

      沪(方，，’，。’)二艺e，气二e”‘·，万e”干气，，(·)

_ 。洲(。)下一1。
= 尸’、一‘1_L弘‘

                  石片 1

              夕夕 肋: /2

        ~， 、飞-万 e 人厂. 产，、。，1 口 一 ·
一 ‘ 1 1 ， 肋 1

        又‘飞1一 。 、
(7一 1一 6)

若指定v(。)为零，且系三维晶体，上式立成

切(，，1·，。，)二1一1
  户种r‘，2

1一 e脚.‘
(7一 1一 7)

    既然爱因斯坦模型已准备修正，或者说，这里的3工个特征频

率，‘未必都是相同的，因此进一步求解晶体的配分函数就必须没

法确定频率分布问题。

    二、德拜热容
    关于晶体中原子振动的频率分布，迄今最实用的处理方法首

推德拜连续介质模型。该模型设想晶体是一块各向同性的连续介

质，而原子在晶体中振动宛若传播于这块介质的弹性波。其‘!，每一

简正振动方式的波动又州当于

一个驻波。据此，即可应用驻波

条件而导出硕率分布公式如

下:

;;。;，:，奋一。一、共口;，
                (了一 1一 8)

  程少油，即分‘6J于、一，月一办

·竺叹)。

                      彻 ，D

图7一1一2 爱因知坦频率

(;。)与德拜频率分布比较



问隔内的振动方式数，而飞，。则为最大n勺t乍征频率，亦称德拜频率。

其值与品体‘}，原子间的力常数犷以及原子的约化质量有关，一般

山实验确定。图7一1一2示出德拜膜型的频率变化并与爱因斯坦

的单一特征频率臼，)比较。看来，1毖育仗像是品体‘1，所有简正振动的

一个平均频率。

    利用式(7一1一8)，1】!1可化解式(7一1一7)的切，取其对数，得

】n，一产管冬*，，、一卜女，，飞{，止二)(:一1一。)
        丈公 乙        之或 \1一 e’”’‘/

    若确认各简正振动的频率变化是近似连续的，则上式右方求

和便可山积分替代之。

1，1。=李、、{’‘。(，，)，、，，一{”，。(，，)，n(1一。，，)J，
          乙’ J 0 JO

(7一 1一 10)

再将式(7一!一匕)代入，成了

!】、，一鄂丁犷1，飞了诬，一鄂犷1，?，】1‘，一”‘1，
                            9入’ 1、。

          二班’。，，’一访 」扩，’、，，，(’一e”’)“‘)(7一，一，‘)
此处，记

                              9入h厂一。。. 9_.
                      ‘。」，二 二资传二}一，，、J，，二 一升人’hl，。 (7一 1一 12)

                          2碌J。)’一’ 8’‘·’“

乃晶体「}’31个简正振动的荃态能量之和，谨防与式(7一1一3)，}，

的结合能混淆。

  为简化书写，兹令(*)。一华，，。一黑一李，:一黑。于是，前式化        砂’~ ’目” 碑‘~ 、 ‘ 人 ’ ‘’ 人2， 2，’一 人了，口J~ ”J，声、’曰

为:

，·，一/健厂。!。一等分:，1飞(卜一)廿·
(7一 1一 13)
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    右端第二项积分并不简单，通常仅考虑高温及低温两种极端
状态。

    (1)高温状态    高温时，与《1，可近似取(l一e一‘)兰:，经分部

积分后有

      介一，·(，一)“·二介一1二己·
          一专·::一 合·。 (7一，一1、)

    代入原式，即得

                  In沪=刀1‘0.。一3八’Inx，+工 (7一1一 15)

    (2)低温状态  在极低温度下，、》1。为此，.te将1”(1一e一‘)展
开成级数:

111(1一 e一x)二一 (7一 1一 16)

    既然，。很大(T一0，。一，二)，因而，不如索性就将原来的积分

上限扩展到C。，于是给出:

加·‘，一，峪一喜犷午、
    一暮十令一2暮告一2义磊一藉

(7一1一 17)

从而

              .gN 汀刁

In砂=爪“十万 丽 L‘一’一’“)

    导出了高、低温极限下晶体的IJI沪表达式，便可着手确定晶体

的热力学性质。对高温极限，依式(7一1一15)，分别有
二_/功;1叨、 _;; ，。、，，。，
叮2 一 口一 1 一 U n r 】一 口‘勺几1

    、刁产尹丫
(7一 J一 19)

万=一k阅 +孟1，1切=一3万走Inr。+搜刀k
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                二从(1一31，飞。。+31，、7，)

对低温极限，则按式(7一1一18)，得

(7一 1一 20)

二 . 9一’人7’ 介浦
更‘二 创。犷十 一一厂- .下二

                      J云 10
(7一 1一 21)

二 9人‘走厂二‘.二‘\ 4二刁入k
乃 二 一一下一1几一二 寸一飞下 1= 一下尸穿-

      了矛 \1。 ‘10/ 0了云

丝丛{兰
  5 又0。

(7一 1一 22)

    热容是晶体的一项重要性质，研究者时常通过热容的比较来

险验模型的好坏。据式(7一1一!9)，则高温时，德拜模型的晶体热

容位为

此与一般的结论一致。

                  价。

乙一(刹、。一3脉 (卜’一23)
  但低温下，山式(7一1一2!)有

一警、r。、(奇!”一，一(卜’一2了，’
    这就是脍炙人口的德拜

‘低温热容立方定律。式，}，，“。
(、/3R

一誓、奇，乃是一个决定于
少少，，~于，气

德拜温度(0l』的特性参数。图

7一1一3描绘了按上式给出

的矛、~T变化曲线，并与爱

因斯坦热容曲线对照。图‘}，

还标示出不同温度下AI和

Cu的热容实验值。

    如图，两条曲线在高温

图 7一1一3 德拜热容曲线(a)和爱

因斯坦热容(6)比较，。和八分别为

AI(。。二300K)和cu(。。=315K)的热

容值.

方面都趋向经典极限值。但低温下明显出现分岐，表明当晶体处于

高温状态时，频率分布对热容的影响并不占主导地位。又当T一
                                                                        ·265·



OK时，按式(7一1一24)1十算的乙趋近零的势头比爱因斯坦理1仑

值更快，这正是德拜模型的得意所在。总的来说，按照德拜模型给

出的晶体热容大体能符合事实，特别是低温区，当T接近毕时，其“‘“J口口rr，‘’;‘J/、‘丫门“‘，“J‘了，2、”，J‘，J/‘’r入朴 份 ’一‘一卜~ 4r，J’广、

、}·算值就开始远比爱因斯坦、型好，而在T一化温度下，，于算。、
实验值的误差一般也不超过1怀。丙说，山式(7一1一21)确定的理

论曲线基本能与实验曲线吻合yljl左左右，而在更低温度下，热容

将出现与晶体中电子行为相关的现象。

    然而，也应当指出，所谓的“连续介质”井不真正反映实际晶体

的结构图象。严格而论，式(7一1一8)亦仅当品体月’各简正振动的

波长*(一导，c。为弹性波，。播常数)比其点阵排列白勺原子问距大
得多时才成立。即如表7一1一1所列，对一般的晶体，其德拜温度

0。约在100~!000It-之间，对应的彻是

1、一罕一2·1/，。1。(t)·二，。:2一1。一卿一
又弹性波传播常数认全1。，m·sec一’。山此即得振动的波长范围

，。=兰兰10一。一]0一，。，n
          皿J刀

大体上可比晶体‘!‘的原子间距。(兰10一凡cm)稍大。要是原先的振

动处于高频状态，那么，又》。这一关系也就难以满足了。所以说，

更加完善的理论必须切实考虑晶体，!，真实的点阵结构以及因原子

间相互作用而产生的影响。事实上，振动频率之所以呈现规律性的

分布，原因全在点阵原子间的相互竹‘用。

    三、一维晶体频谱公式

    根据点阵结构来剖析晶体，!，原子的振动，最一早是由波恩一蒙

卡门(脚、一饰。h’f，;1加。，19!2年)提出来的，其数学处理的丛本步
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某些金属的抚值(K)·

金属 氏 }金属 抚

Li d30 }pt 225

Na 160 1W 315

K 99

AU 185 }反 980

Pb 86 }、，9 330

Cf 」05 }2· 240

Ca 230 }Cd 165

Mo 375 1、， 390

FC 」20 Ic· 315

骤是:首先建立点阵原子的运动方程，该点阵原子乃系处(l:周旧原

子产生的势能场‘}’振动。然后，求解原子的派动运功方程月导出频

率分布函数。尽管点阵结构模型是处理况。体振动较完首的一种理

论模型。但有关的数学方法却扣当义杂、1丫细1、11仑已超出卞朽范

围。这里，仅以一维粼。体为例，

定性说明某些重要结1仑。

    按点阵结构，原子田烧其

平衡位置的振动可描绘成传播

于品体‘1’的行波。图7一1一1

示出一维晶体‘1，原子的起伏阮

动，其传播状如波。倘若该点阵
图7一】一本    晶体中原子在甲衡

              位置的振动
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结构是个有限排列，则囚处在首尾两端的原子被固定不动，这样形

成的波将是一个驻波。可以证明，甸一个驻波相当于晶体‘}，的一种

简正振动方式。它们各有特定的波长和频率，故驻波的总数即等于

晶体的振动自山度。其次，并非任何频率(或波长)的驻波都可在晶

体的点阵中传潘，能够传播的驻波坟频率必限制在某一确、定的范

围之内。对一维晶体，其许可的频亨变化区间为

，，_。一二。压
                7T 丫 In

(7一 1一 25)

其中，可能达到的最大频率是

，一专探 (7一 1一 26)

而分布在1、，+dl，之间的驻波数(或简正振动方式数)则被确定如

下:

                                      2入 1
                    。(，，)己，，= ::二一二二二二二二二二dy (7一 1一 27)

                              汀 丫，篇一 沪

”p“体中原子数·然而，“振“的波长(“一刹远灯点阵，}!原
子间的距离时，其对应的频率

分布亦跟着变成
升(，)

J
k
\N
囚

(，)d，=兰dy
                          汀1偏

                  (7一 1一 28)

    这也是一维晶体的德拜频

谱，图7一1一5比较了由式(7

一1一27)和式(7一1一28)给ILlj

的。(，，)~，，八认变化。尽管两条

      0.2 06 ].0 1.5了

                        以‘

图7一1一5一维晶体频率变化

    1.点阵模型;2。德拜模型.
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分布曲线的形状面目全非，但无论如何，只要原子的振动能满足2

》。这样的条件，便可近似把晶体舀作是一块可传播行波(振动)

的连续介质。

    对三维晶体，以上条条原则上当能成立，但有关的频1普公式自

然不会那么简单。图7一1一6和图7一!一7分别绘出某简单立方

晶体和Nacl晶体的，，(。“~1，曲线。一句话，它们的变化趋向(或函

数关系)都和晶体的结构型式密切相关。综上，也不难领会，为什么

德拜的低温热容定律会那么有名气，因为按照连续介质模型导出

的式(7一1一8)具有普遍适用性，主要的缺陷只是该分布函数对原

子的低频振动才能较好成立1，在高频区，连续介质模型严格地说应

山点阵模型代替。

锹
的
\
咨
X
︵袅﹀
砚

0.2 0.4 0.6 0.

                                  v/‘

图7一1一6 某种简单立方晶体频率分布

浦
月

l

l

f

l

l
 
 
 
 

/

 
 
 
 
 
 
 
 

/几
八
.

袄
/
、﹃0
1
又
(补
)
健

0。5 冷
，义10一‘

图7一1一7 Nocl晶体领率分布

            实线为点阵结构模型;虚线为德拜模型.
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釜2 实际气体的侮逸理论

    概括地说，实际气体的非理想性完全来自分子间的扣互吸引
或排斥。虽然，迄今已建立起许多描述实际气体的经验或半经验的

状态方程，但其「!，仍以范德华方程和维里方程应用最1“，分别丧示

如下:

(，+会)(!一。石卜。、，、
，一书(，+罕十臀十，··⋯

(7一2一1)

(7一2一2)

式，!，，a、b即范德华jJ’程的引力因了和体积因子。而刀(71)、‘(7’)等
乃维里方程经验参数，依次称第二、第三⋯⋯维里系数。

    参照式(」一1一1)，气体的能量函数可表示为:

。(p*，q‘)二又共p:十、，p(q:，q:⋯q，)
                ，万.‘，“

                                                        (7一 2一 3)

式‘1‘，、了p(q。，q:⋯q，)即气体‘}，全部分子阳互作用势能总和。这实际

上是一个解析不开的因子，故一般都将它简化为两两分子对之间

吸引与排斥的势能和。如以l/.J(心表示扣距为，的。、夕两分子间的

势能，那么
                                                                            夕 一l y

            、了，(，:，，2⋯。，)二艺艺U.少(，) (7一2一4)
.=IJ=.十 1

或缩写为

v，=艺‘，‘，(，) (7一2一5)\

    于是，求解v，就变成了如何确立分子对的势能作用形式。而

应用统计力学处理实际气体，其主要任务亦无非是选择一个合适
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的势能函数去解剖状态方程中一系列依赖于分子性质的宏观参
数，并由此导出气体的有关热力学性质。

    一、分子间势能函数

    分子间力今，不论是吸引或排斥，其源皆来自分子的电性。当

分子彼此相距较远时，由于电偶极矩的相互作用，吸引力是主要因

素，一旦两者相当靠近，就可能因为电子云之重迭交盖而产生明显

的排斥(假定两分子的成键力均已达饱和)。形象地说，可以用“长

程吸引、短程排斥”来描绘分子间力的变化趋势。

    一般而言，分子间的吸引又包括取向力、诱导力和色散力等三
种不同的表现形式，应用量子力学大致可以算出分子间力的上述

各种成份，但其数学推导并不简单。实际处理中，多采用经验或半

经验势能函数，较常见的有:

    (!)基松(kee、爪)势  如甲7一2一1，假定分子为硬质球，、为
两分子间的最接近距离，势能函数表示为:

U(动 = 二 ， (，<二八)

一 。，》{互)’，(，)
          \rj

  1(7一2一6)
r，))

式中，，。为常数，通常取。>3或，二6。

    (2)林纳一琼斯(伽。泌一Jo，。)势  考虑分子并非绝对硬球，

其势能函数包括吸引和排斥两项。

              A . B
以 尹)= 一 一言 十 甲:

                        ?. 子-

右方第一项代表吸引，而第二项体现相互排斥。

一般取，。=6，。=12，由此而给出

    (7一 2一 7)

，和。皆为常数，

    ，。二‘，。、，一、， _ 1况 、 ， _，、，_。.、一.， 一、_， .，、_二

‘刀勺岭形天示为”一 (了}，叉“C‘，’何r’双汉比，则j与，‘风汉比·
.27[.



          。(，)一 :。。{立)“+。。}竺)” (:一:一8)
                                      \r/ \护/

这也叫作L一J(6一12)势能函数，大体上能反映真实分子间相互
作用势能的变化规律。如图7一2一2，A、B线各代表式(7一2一8)

中的吸引和排斥项，其迭加即，‘~，。线。，。处在势能的最低点，而

，’是一个特性值，表示在这个距离上，吸引和排斥刚好抵消，但不

是稳定的状态。

    除此而外，尚有其他形式不同的势能函数，如白金汉

(Buckt匆俪。)公式等，就不一一罗列了。

图7一2一1基松势能函数 图7一2一2林纳·琼斯势能函数

    二、配分函数构型积分项

    对实际气体，采用相空间来求解它的正则配分函数，数学处理

更觉方便。若假定分子间的相互作用不致影响分子的内部运动，那

么，体系的甲便可参照式(4一3一16)而求积如下:

          叫几。，二)一熹.箫。。、 (:一:一。)
                    T”r” 一‘ N! h‘.vJ-

    此处，已按测不准原理及全同粒子不可分辨性对经典相空间
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进行修正。而根据第四章苍1，当可给出

          dr二Jldr;=丁工‘p;dq‘

dp“己f)，dP，dp:， dq=dxd驴d之

pZ二p了+讨+讨

暂设气体分子仅有平动运动，将式(:7一2一3)的能量函数代入式(7
一2一9)，导出

尹(”·F、入尸，一六·浏’··⋯丁二p{，(军瓷+v，)〕
XdPI⋯。尸py.口q。⋯dqy

一六·vi[...二丁少p(一粼dPI⋯‘p·
小二!{二p〔乃‘，，‘ql一“·
一六·声感仃··⋯!{二p(一气橇笋述)‘、‘。，‘p·〕
义丁一{二p‘“v，，‘ql⋯‘q·

一洲嘿)譬义，;(口:.)y
  N里 (7一 2一 11)

        fZ川戚T\3/2--一-·一 ’、‘.一 ‘. ‘
以工’“’烈一下犷~{，即十动于早位体积配分函数，而

        ，‘=二丁二介xn(，，，dql⋯dqx
一般称构型积分，在理想气体场合下，v，二0，则

(7一 2一 12)

      *一丁。一丁dq!，二‘q一v· (7一2一13)
若于式(7一2一11)中迫加与分子内部运动有关的配分函数项
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，。(二外·q。⋯⋯)，最终得

，(，、;·、，了)户{兴，一气

    此即一般非理想气体正则配分函数。

要问题。现据式(7一2一5)，并定义
                    e邢’(·)=1+j.，

则式(7一2一12)立可化解为

          (7一 2一 14)

其中，叭 的计算是个紧

(7一 2一 15)

*一J二丁二p〔“菩U一‘·，」“!⋯dq·
  一丁二于县·‘。‘”‘q””“’

  一丁二于珍‘+“’“’‘”“’
  一丁”丁(‘十菩居荟菩f.，jat+”·}“:”‘

                                                      (7一 2一 16)

  也就是说，原先的，‘已变成了一个多项式积分。然而，」一工(1
                                                                                .<J

+二J)的展开几乎是无穷系列，故实际上，式(7一2一16)的求解依

旧炙手可热.在这方面，梅逸(Ma州、)提出了著名的集团积分理论，

并从原则上建立起叭的可解模式，才使难题找到出路。

    三、集团积分
    为便于具体阐明梅逸理论，姑且虚设一个由四分子组成的“气

体，，体系，并以1、2、3、J、分别标记。据此，则几(1+工』)的展开是

H(l+f.，)=1+艺二，+艺名几fa.+一
.<， .<J a《日
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                      +⋯ +f:Zf，3f，;j23f24f3; (7一2一17)

  此式右端共含6”个独立项，即除首项‘外，菩f.J含6项，
菩菩f.，fa有‘5项等等。梅逸理论的基本构思是，将县(1+f.J)
展开后的各个项按分子集团重新归类组合，并以集团分布来囊

括n(1十工J)的全部内容。方法及步骤如下:
      。<J

  (1)集团排列    若能注意到n(1+f.，)展开后任何一个几
                                                            .<J

(=尹丫，，一1)都关联着相互作用的一对分子对，从而每个独立项
— 诸如f.，或几fa‘⋯⋯等亦可看成是一定数目的分子通过几连

结起来的排列单元。也可以利用图形来表示这样的排列单元，价

如，在‘、j分子对之间画一根横线以代替对应的二J。图7一2一3画

出了上述四分子体系的全部可能排列。每一幅排列图即对应于式

(7一2一17)中的一个独立项，因此，可绘出的排列图总共有64幅。
各图之中，分子与分子之间的联络互有不同。有单个分子的，也有

两个、三个或四个分子连结在一起的，人们就将这样的分子串叫作

分子集团，并以1来标记一个分子集团包容的分子数。如单分子集

团自“1)，双分子集团(1=2)，一直到1分子集团，而其对应的排列
图形则称集团排列(图)。图7一2一3示出，对一个含有1分子的分

子集团，还可能出现诸般花样不同的连结方式。譬如，对三分子集

团，““两”不同的连结”式，即尹一②和卢②(见图中‘
和。)，且又寸前者，也还可能存在_尸一②、_步②及声卫声等·一··一，-门“诩-·一一 ’一’一③ ’③- 一③/
三种不同的排列，其他分子集团均可依样类推。总之，在分子的集

团排列图中，各种分子集团都同时示出它们的特定排列式样，而集

团积分也正是利用n(1+了.，)展开项的这一特征来归类的。
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O O

。 ④

  了，Z b

0一。 ml一2
                  mZ= 1

③ ④ ‘6，

了12f3;

①一。 mZ一2

⑥州④ (3，

f，Zfl: ‘

伞匆 ml一
尚④’::买

  f12):3九3

冬切 ml一{

了④‘军

    图7一2一3四分子体系集团排列图

注:二‘(l，1、2、3、4、)表示集团分布数，据号内数

      字为同类结构型式的排列图数。

    (2)集团分布和集团组合  对一个含有刃个分子的实际气

体，其可能产生的集团排列图将是一个天文般的大数。在这多如牛

毛的集团排列图中，我们只能根据分子的集团组合来说明它们的

分布。比如，图7一2一3的b，其单分子集团有2，双分子集团为1，

这就构成了一种分布。换言之，所谓的集团分布，意即对一个给定
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的集团排列，分别指明每一类分子集团的数目各为多少，并以确

表示1分子集团的分布数。下面是一幅28分子体系的集团排列

图，其集团分布数兀二，}是:

                  仍1二7 ， InZ=二3 ， In3二2

                  叨;二1 ， ，斗5=二1 ， ，n6二0

0

。

自
丫
幽

。

回

妙
儿
时@

图7一2一4 28分子体系的一种集团排列

    显而易见，对一个指定In‘(l=1、2、⋯⋯1)的集团排列，各分子

集团的连结肯定存在许许多多不同的组合式样，其可能实现的组

合方式数即称该集团分布伽，}的组合方式数。同理，对一个含有J

个分子的气体体系，其可能产生的集团分布式样当然也是一个难

以穷尽的大数。这里，需要解决的问题是，怎样计算每一种集团分

布{川，}的组合方式数(J幻以及全部可能分布(m‘}的组合方式总数。

    根据排列组合，对一给定的集团分布，其对应的组合方式数不

难推出如下:

n(‘!)‘:’扭‘’
(7一 2一 18)

    此式的来历是，设想将万个分子按分布{“}指定的1和‘:分

别装入对应的箱中，然后排成一列，如
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应亘回。巨互}。0区顶}0巨回。
      1=3 1=2 1=3 1=2

    如上，容纳1个分子(l分子集团)的箱有In，个，而在同一箱中，

任意交换两个分子的位置，或者交换装有相同分子数的两只箱的

位置，都不产生新的集团组合方式。所以说，式(7一2一18)中的灭!
当对应于万个分子排成一列的方式数，而分母(l!)“‘·In，!又体现

了对In‘个全同的箱以及箱中1个全同分子之不可分辨性的修正。

    再将一切可能实现的集团分布{In‘}所产生的A总加起来，即
得该分子体系全部集团分布的组合方式数。

艺布 烹卜，丁
(伙}11以君夕‘’1“‘!

(7一 2一 19)

 
 

一一
A艺

回
此处，对毛Ilj，}的限制条件是:

              艺卜，n‘一 (7一 2一 20)

说明任何集团分布所包容的分子数的均必恒等于体系的分子总

数。

    务须指出，这里给出的组合方式数并一未概括各分子集团具体

实现的排列连结式样数。因而，上式的艺A实际上并不代表式(7
                                                            哎.，卜

一2一16)应该存在的全部独立项，或者说等于全部的集团排列图

数。此不足将由集团函数定义得到补充。

    (3)集团函数集团积分  现在且回头考虑式(7一2一16)中各

独立项之积分。为便于按分子集团归类，兹定义集团函数如下:

    记5，，2...‘为1分子集团的集团函数，并令:对单分子集团，因其

不与任何分子发生关联，故必
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                                5，二二1 (7一 2一 21)

    而对双分子集团

                            5::= fo2 (7一 2一 22)

    作为三分子集团(设由①，②，③组合)，则如图7一2一3所示，

可能有四种不同的连结排列式祥，分别对应于f，2了::、f，2介:、了:3八。

和介Zf.3介3等四个独立项，其中3个几几又是等价的，于是令

            5，2，二 f:Zf，:+ f:2j23+f:af::+ f，:j，3f:a

                  “3f:Zf」:+f，Zf:3f2: (7一2一23)

    四分子集团的连结排列花样更多，参照图7一2一3(j~9)，其

习:2，;共含38个独立项，即

        8，23;= 16f;，f.。f:;十12f，Zf，:jl;儿:+3f，3f:;儿sfZ;

              +6f，:J’，:‘fo4)，3f3;+f，:f:3f，。fZafZ;fs; (7一2一24)

    其他分子集团的集团函数就不继续排比了。一言以蔽之，1分

子集团的集团函数所包括的独立项数必与该分子集团的排列连结

式样数相当。显然，各分子集团所包括的独立项正是切‘式中待积

分的内容。为此。再定义集团积分

bt一制··⋯丁512·tdql⋯dq:(7一卜25)
于是有

‘泌1一汀。1了ql

  一哥‘q，一， (7一 2一 26)

(、2一副512‘ql‘qZ
一封·厂·zdq’肉’ (7一 2一 27)

既然，介2只关联1、2两个分子，暂设以分子1为原点，分子2
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相对于分子1平移，再变更分子1位置并遍及整个体系空间。改用

极坐标，积分得

丁，州2一丁盯，12‘qZ」‘ql
居 2序 。口

一。丁丁丁了(·，尹2“‘。odod“·卫
f(r)，2由=V刀，(7一2一28)

 
 
 
 

闰

0

0

户/1

J 
 
 
 
 
 

汀 
 
 
 
 
 
 
 

月

任

此处，定义

，1一、硕了，(·，rZd· (7一 2一 29)

并称刀:积分。以上代入式(7一1一27)，即得

。2一令，;
              乙

(7一 2一 30)

。3一刹仃5123‘ql‘qZ‘q3 (卜卜3‘，
依式(7一2一23)，由于

仃丁，:了13‘ql‘qZo3一丁仃，:2‘q乎，13‘q3」‘q3
V川 (7一 2一 32)

再令

，2一捌 ，12，13，23‘ql‘qZ‘q3(卜卜33，
从而得到

        1 尸。，，_， ，_，，_， 1_。 . 1_
。3= 二叫不 L6犷卢了十 邵 加」= ~井川 十 下~热

          Q二f 乙 0

                                                  (7一 2一 34)

应指出，上式八是个不可约(即不能再简化)积分。
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四分子的集团积分更加复杂，经确定

    1{ {_， ，. 2、。.__.1_
0闷“，万尸司 ’·’‘“习澎1234‘ql‘qZ在q3Jq;=二卢r十卢1热+二万3

        tjl 卜 Q ，l

(7一2一35)

此处，刀:亦是个不可约积分，定义如下，

刀3一制··⋯丁‘3，13‘1闷·‘23‘24+6‘12‘13‘14‘23‘34
                  +f，Zflsf」;几3fZof3‘)了q，⋯⋯dq; (7一2一36)

其余分子集团b;积分式从略。

    为分清概念，图7一2一5仍以四分子体系为例，示出集团分

布、集团排列以及集团组合等之间的联系与区别。

    (4)甲、的集团积分式  如图7一2一5，将给定集团组合式样
的集团函数连乘起来，其积— 以斑，=l(④)、In3=l(①，②，③)

为例，即

            习，义5，2，二=1义(3f:Zf，:+f，:f，、f:，)

                                                    (7一 2一 37)

当可概括该组合式样全部可能的排列连结花样。或者说，上式展开

后出现的四个项就对应于该四分子体系的4幅集团排列图，也可

以说是n(1+工J)的、个独立项。余类推。一般就将任一集团组合
              .<少

式样之全部尽，2.，.，连乘，称作集团组合函数，而与其对应的集团组

合积分亦被确定为

                ‘二几(‘!V玩)·: (7一2一35)

                          (1二 1，2⋯⋯1)

    不难理解，一个集团组合积分当代表甲‘积分之一部分。况

且，就一个给定的集团分布{，n‘}说，其拥有的各种组合式样的集团
组合积分又全都是等价的。卜因此‘，分布丈、:}对甲‘的贡献无疑将等
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给定集团分布

(m」二1，仍3二1)

  组合式样

      A= 刁

给定组合式样

集团排列

圈噩翎爵
一于一一一一一一—

、翼翼翼翼
九3九; 九3fa; 九4fa; 九3介，fs;

集团函数

集团组合函数

51=1，凡3;二8;23=3f12fl3十fl:fl:九3

51 X 523;=IX(3j，:j，3+flZ了，3九3)

图7一2一5 集团分布、集团排列与集团组合之区别

于

              入生 1一了，，.二，。、-
AI二 二牛产尸— 11吸‘!卜‘Ot夕’，

      _11(1!)’‘，路‘!‘一

  、‘门 一(rb‘)叭:

一“‘鲁不石了
(7一 2一 39)

而集合一切可能分布{川‘}之(AI)总和定必与式(7一2一16)的积分

相当，即
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切‘一们艺n
            花峨:)盆》1

(1声b:)气

  阴t!
(7一 2一 40)

    就这样地，实际气体的构型积分被整顿成集团积分的表达式

子。为验证结论之不谬，再以前面的四分体系核对之。

    如图7一2一3，此四分子体系可能实现5种不同的集团分布，
各集团分布的组合方式数当按式(7一2一18)计算，而每种分布所

拥有白勺独立积分项(每一独立项如丁⋯丁(f.，⋯)dq:‘qZ⋯dq一又，应
于一幅集团排列图)则由式(7一2一38)给出，下表列出清点细目。

集团分布

  {仇:}

组合方式数
      A

，一月(，:、，。:)，

包容的独立项数

  Al 给出的

独立积分项数

饥，=4

ltl)二2

水2=1

瞬，”2

ml今

In 3=

饥‘二1

总计:5种

分 布

15种组

合式样

64个独立

  积分项

不言而喻，末栏的64个独立积分项恰恰是式(7一2一17)的全
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部内容。可见，以上的叭表达式完全可以取代原先定义的积分式

(7一2一12)。以下，进一步导出实际气体的正则及巨正则配分函

数，分别为:

    (1)甲(声、V、卯) 自式(7一2一14)、(7一2一20)及(7一2一39)

得

。、。、、。一罕，、一艺兀边二糕黔兰
                                    1.‘}孕1

(7一 2一 41)

再令

夕，=(叮’)‘bt (7一 2一 42)

，(声、，·、。·)一又月华户 (7一:一」3)
                                        ，了 一T 一轰 ~丁 ‘宁‘1 !

                        至叭1) 名声 1

(2)三切、犷、a) 若简写。。=久，则由上式，有

·(声、·、·卜万，(夕、一，一万哥县黔
一县寡兽黔兰一县一‘一“‘’一(哥(’‘。，‘’

                                                  (7一 2一 44)

以上求和，仍利用了式中的和浑副、积(酬’顶序允许相
互交换。

    四、粗放处理及其验证

    利用以上给定的巨正则配分函数三，即可分别求出实际气体

各状态函数平均值如下。为简明起见，推导中一概假定是单原子分

子气体。
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(1)了    按式(7一2一44)，体系;的分子数平均

阿
订
艺
切

二 Zmn三、
四 = 1.一二一 ! ‘

      \ 韶 /声。r  加 j，，V

(1[，口刃) (7一2一45)

(2)瓦 以(9‘)‘b‘=夕，代入式(，尸一2一4寸)，则

。一(箫):，。一(旦黔!;，。
  一号‘少哥〔‘，/(。·‘，了“‘二，+‘，2哥〔F(。’‘，‘势〕

                3____ __。。 _ _.2决n6八
          ==份NkT十kT，);下，q澎}资资上! (7一2一46)

                2一”一 ”’一桩，J】‘”、刃 j 、’ -                      “ 亡》1 \ 一 1

    (3)户  按月2=kT场三，立可得出

                万=kT习吻澎 (7一2一打)
                                                            正》 1

即

                矛=kT艺、，刀 (7一2一45)
                                                        心》 】

    以上诸式与理想气体比较，确实存在一定偏差。尽管这些式子

看起来倒也尽善尽美，但着手展开时，面临那一大串的q:(l=1，2

·一 )集团积分项，谁个不望而生畏?权宜的办法也只好是按不同

的近似程度截留前头少数若干项。这样，间题便将大大地得到简
化。为便于验证理论，下面介绍一种极端粗放的处理法，读者可从

中得到一些很有意思的结论。

    自式(7一2一45)，可给出实际气体密度公式如下:
      N 、二、

p二下二乙J峥刃
                      之奋 1

=q，久+Zq:护+3q3护十⋯⋯

(7一 2一 49)
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对一般气体，双二产)都甚小，在极端简化情况下，姑取

                    p里 01久+ 2口2护 (7一 2一 50)

并以{引’一护代入上式右方第二项，给出
        \甘1/

                                ql一 q了-

因。:一。·，。:=(。·)，、一告(，·)，，，，所以
                                                                乙

;=洲”二井(1一声:，) (7一2一51)
                    q

进一步有

      产‘=一kTInq‘+k别np+kTln(1一刀，p)

                                                (7一 2一 52)

或表示为

声，一*。n{孕二)+*。n{平)
                \ 孟vo / \ r /

                    十kTI，1(1一声沪) (7一2一53)

与通常的化学位表达式比较，有

                      声，=产少+kTlnf

即知气体的逸度
                                        万kT，_ _ 、 ，_ _ _ 、

              f二，，==币二(‘一声，p) (7一2一54)

式中，，为实际压力，而，即逸度系数，因系非理想气体，，铸嘿，声、” r/J人 川’~ zJ，””了尸r~ 卜 习、朴 ’~ ，、，「一 ‘。、月份 护r了 犷

故按上式还不能解出护表达式。但从式(7一2一48)，仍保留右端前

头两项，成

                    矛=左T(q价+q，护) (7一2一55)

利用式(7一2一51)，经整理展开后变为

，一*TP(1一知，，⋯⋯)、平(1一知，，)
                        乙 ， 、 乙 1

(7一 2一 56)
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与式(7一2一54)对除，即得

，二二二 1一八p
  ，一，一牛两，

(7一 2一 57)

如将式(7一2一2)拿来与式(7一2一56)对照，立见第二维里系

。(，，)。一粤了声;
                            乙

(7一 2一 58)

要是把范德华方程改写成

(7一 2一 59)

那么有

，一平〔1十孙一翻

  (卜别今一鲁 (7一 2一 60)

    欲从前头诸式去估算气体的，、”(T)以及范德华常数“、b，首

要的问题即在如何求解声，积分.，现知

，，一刁可了，(·)一‘一凌可了(二’(一‘，一‘尸
    积分的难易取决于分子间势能函数之抉择。比较严洛的处理

是采用1‘一J势能函数，结果自然会好些，但其数学推导十分繁

复。省事一点的办法是以基松势代入之。演算如下。

    由式(7一2一6)，取 仍二6，则

U(r)= co (子< ，。)

        1，。\6 ) (7一 2一 ‘1)

一 打。(节) (护)r。，)
代入前式，有
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“1一”才了(一 1)尹，J·

  一”可了‘一，，7一‘·+”可刃(一 1卜2‘·
                                                      (7一 2一 62)

    若假定u(，)《kT，并近似取产切兰1+那(，)，代人上式右方
第二项，得

体积

从而

    八一”才冲一贰‘、、

      一音一‘+翎刃(刹’而
      一如:十如怡) (7一卜63)

显然，物/2相当于分子的半径(见图7一2一1)，以v。表示分子

，则

!，。一誓(警)3一誓

，1一8·。+8!，。(咎)

(7一 2一 64)

(7一 2一 65)

据此，则如式(7一2一58)，气体的第二维里系数

_，_、 1二 _ 一 二 ZU。、
“气义’)=一 下叭‘卢1= 」八1砂。一 4洲vo}书石】

                ‘ \‘诬j

                                                      (7一 2一 66)

    而从式(7一2一59)，又有

                b二 4。，0 ， a= 4:，oUo= bUo (7一 2一 67)

    诚然，以上结果未免粗糙不堪，其适用范围充其量不过是低密

度下的气体。当体系压力增大时，偏差也愈明显。尽管如此，大体

上总也可以说明一些问题。至少可以指出，像B(T)以及。、b等这
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些因子究竟与分子的那些性质有关。改进的办法不外乎多保留式

(7，一2一49)或式(7一2一ds)中的几个项，并采用更加准确的势能

函数求解几积分。但那样做数学处理也更麻烦了。图7一2一6描

绘了由基松势估算的B(犷)变化曲线，并与按L一J势能函数处理

得到的比较。毫无疑问，后者与实际情况符合的程度要比前者好得
多。

B(T)/(r’)“

图 7一2一6 按不同势能函数给出的实际气体第二维里系数

                随温度的变化.曲线

    最后，再根据上述简化模型给出砚和矛两个经常被应用的积

分通式。

    (1)自式(7一2一46)，取1二1，2两项，并注意到9‘二(9‘)‘乙，，孙、
          刀:。.。*=1，bZ=斗，则有

              2”、，，J

百:一普了。T+‘，，2〔，·。2‘2(鲁{〕
  一号讨“犷+‘等(‘·‘。·‘)2(筹))
(7一 2一 6丛}·
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    参照式(7一2一朽)，保留1=1项，使了=峋‘久，于是上式进一

步被简化为

              二 3二_.(了)2舌，2/韶八
              石‘二千入‘kT十二二长行二 卜东矛} (7一2一69)                    2‘’‘一 ’ 2，2 、芥少

但

        了胡八 刁汀co，_，，t.、 ，、J__:，_1        厂升 }二去}1(e尽，(，〕一1)1畔2介1
        \刃 产 脚U。‘- 一‘’-一 ’」

                  [闰U(，)_，‘.、/。， J ，， ，， 。 ，。、

        一{。访子‘性“r，“，·‘”，“ (7一2一70)

    代入前式，即得

            二 3二._.(了)2厂闰、，，、，、一、
          万。=谷了舌T+止书矛」〔『(，)e洲‘”·4二，d，

                  2一”一 ’ ZFJ。’“’‘-

                                                        (7一 2一 71)

(2)如对式(7一2一29)进行分部积分，令

‘二(户洲(，)一卫)

己砂=1，ZJ尹

、。一*阅(一(罕)“，
:一争乞，

代入原式，可得

夕!一丁了(·州一，)、，2，
  一誓(一 1)7、3一了+捌了半一‘·

一捌丁U，(·’“‘”尹’己沪 (7一 2一 72)

据此，则式(7一2一56)将衍变成
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一 八k夕，，。 1，、、
尸今 一节尸.气工一 1犷1)1声少

              于 乙

一平(卜弄·捌沙“·’“’“‘”r“‘”
(7一 2一 73)

;3 液体的自由体积

    液体的聚集状态介于气、固体之间。液体中，分子的运动不像

固体原子(或分子)那样受束缚，但也不如气体分子那般地自山自

在。由于密度大，分子间存在很强的扣互吸引，其相互作用能在很

大程度上还与分子的大小、形状以及彼此的相对取向有关。如从运

动微粒的统计行为属性看，液体以及一切溶液应当更加接近于离

域子体系。统计力学理1仑处理液态体系的主要困难在于描述其运

动情态的精确模型不容易建立，更何况它也不存在像气体或固体

那样的理想极限。

    大体上说，处理液态体系有两类不同的近似方法。一是将液体

看作是高度稠密的气体，并按照离域子体系的特性去建立描述体

系微观态的分布函数，其中径向分布函数法就是一种比较完美的

理论方法。另一种简化的处理，则是考虑到液体中分子的聚集排布

显示出“长程无序、短程有序”这一特征，从而想像在局部的区域

内，液态分子也呈现类似于固态晶体那徉的点阵排列。这就是所谓

的似晶模型。与固体不同的是，在似晶点阵中，液态分子仍可在局

部小范围内流动。

    为了避免引进各种复杂因素，下面的讨论仅限于正常液体，其

必须满足的条件是:分子的运动自由度可作为经典的形式处理，分
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子间的相互作用力一般可表示为两两中心的相互吸引或排斥;分

子的内部运动(如转动、振动)以及分子间的相对取向与分子间力

无关。事实上，能完全符合这些条件的正常液体为数甚少。实例如

惰性单质(He除外)以及某些分子量较小的物质，像CO、NZ、CoZ、

CH月等，绝大多数的液体，特别是分子间容易产生氢键缔合(如含

一oH或一NH，等基团)的各类化合物部远远背离上面所说的要

求，其理论模型的设立存在很大困难。本节先讨论似晶模型处理，

下一节再简要介绍径向分布函数。

一、似晶模型— 囚胞法

采用似晶模型，可虚设液体中所有的分子都被安置在一个周

期性的点阵“格子”里，每

个“格子”容纳一个分子，

其四周由一定数目的邻近

分子包围着。液体中，分子
的密集程度甚大，故邻近

分子对中心分子必将产生

很强的吸引、排斥作用。就

像晶体结构那般，任一中

心分子无不处于周围分子

产生的势能场约束之中。

想像之下，该中心分子似

乎就被囚禁在一个似晶格

子的牢笼里，其活动空间

图7一3一1液体的似晶模型示意

无疑受到很大限制，故格子亦称囚胞(见图7一3一1)。然而，液态

分子毕竟是非定域的，它们总会不断地到处游荡漂移。看来，所谓
的似晶点阵，充其量不过是一种平均的统计行为。
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    据上述，则对纯组份液体，暂不考虑分子的内部运动，其能量

函数可按式(7一1一幼至(7一1一3)而设想为

“一荟六p‘+v，(q飞”””q·’
=一告Nc中泪十又}诀p食十u‘(q‘)

      ‘ 不二、‘阴

                                                        (7一 3一 1)

    这里，虽已套用了定域点阵的能量公式，但右端各项的物理意

义却须顾及液态分子的离域特性。，即中。相当于拆散液体中最邻

近的一对分子对(假定各处在囚胞中心)必须耗费的能量，而U;

(q劣)则表示第K分子自其平衡点(囚胞中心)偏离了q‘距离时，周
                                                            y

围分子对它产生的势能。艺共p是当然指全部分子的平动能之
四 /JJ‘’J曰’ 一 ”J刀 n。。 穿二;21玲r“一 ，‘，、J口一 H，一尸JJ“J’~ n.~

和。此外，配位数C不过是一个假想的动态平均值。上式同时确定

              1、_。 .告，，
v，Lgl’.’gy)二一 州二八Cq协 十 夕，v以q‘)

                      乙 万二

                                                        (7一 3一 2)

  这似乎是全体分子的相互作用势能v，被分割为一冬。℃中。      ~ ’协 J~ 一 『’尸礴JH碑’H一 ” ”碑沪刁’二 护’卜护J目心‘J Z一’一 ~

        N

与习u君(q‘)之和。与气体的式(7一2一5)比较，多T一个(一冬J奋:1一”、，“’~”n“ 砂“『下”J‘’‘“’ - 一’r“”‘几，‘ ’“ 2

八℃中，，)项。正好说明液体内部也有类似于固态晶体那样的结合

能，故一般仍记一专、、一v(。)。
    如再确认式(7一3一D中的能量变化是连续的，那么，体系的

正则配分函数便不难由以下积分得之:
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恻刀、V、-\’)=万e照

一。/(。)·衬二丁一:刀鑫‘六。“+‘/·‘q·川
  又dp，⋯dp，.dq，⋯肉，

一。尸(一(鹦)3’”“
  丁二丁二p〔”薯U·‘q·’〕·‘ql‘’.“·

一“(。)义(，‘·)·叨一 。、，。〕’
二。洲(0)(夕厂肯)y (7一 3一 3)

这里，定义

!，，一拼一 。、、 (7一 3一 扭)

并称约为液体自由体积，意即中心分子在其似晶格子里的自山活

动空间。弓}入分子的内配分函数，则甲的完整表达式是:

切(声、1/、八’)“e尸(0)(。，’·夕.‘·‘丫)y
          二e洲(0)(夕’·街)y (7一 3一 5)

    值得推敲，灼之出现意味着尽管把液体中所有的分子模拟成

有如晶体邓样的点阵结构，但禁锢在每个“格子”里的液态分子却

又不像固态原子(或其他粒子)那样老实地围绕着各自的平衡位置

微弱振动·而是允许徘徊于一个小小的局部空间范围。这一点显然

是内胞法的真正用意。在极端场合下，如设分子仅能紧贴着囚胞中

心来回晃动，且沿:、歹、:三个轴向的势能变化均符合谐振子模式

(即[/z(·)一合*，一，余类，)，从而
29雌



    之，，一丁{丁二’(一‘·‘，“一汀二_一‘·」’
    一(罕)“‘’

联合式。7一3一3)并定义V一六汗，立可得出

    *一(罕竺)‘’‘’·(罕)”‘’
      一 (兴)”

      这就回到了经典晶体的状态。可见，由式(7一3一3)给出的甲，

  实质上还是把液态分子看成“准定域”的。然而，倘欲认真计较液体

  中分子之非定域属性，以上处理顿时又发生问题。因为式(7一3一

3)和式(7一3一5)是以似晶格子排列为前提的，并想像一个分子始
.终是被关闭在一个囚胞格子里，这未免太刻板了。实际发生的情形

更应该是允许受束缚的分子交换格子位置，或者说，任何一分子都
有可能从这个“格子”跳到那个“格子”，只要它的平动能足够克服

周围分子对它产生的势垒。如此一来，液体中所有的分子岂不忙忙

碌碌，到处搬迁?与其说，每一分子独占一个格子，倒不如就将灭

个格子看成为1个分子所公有。任何时刻，每个格子照样接纳一

个分子，但不同时刻，同一格子可能为不同的分子所居留。故就一

个指定的分子而言，其自山体积(即可达到的空间范围)也因此而

扩大了入’倍，即

                          ，2，=八’‘) (7一3一8)

      于是，式(7一3一5)便也相应地修正为

。_。，(。，丝立匕
叼 ， 一 ‘ 、 七

                  _、!
(7一 3一 9)
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式中，万，的来历不言自喻。因为，任意对调两个格子里头的全同分

子，并不产生新的微观态。

    经过这样的修正之后，设分子间不复存在相互作用(即踢

(q̂)=0，中““自然也等于零)，那么，分子的自由体积便将遍及整个

的体系空间。

                            V，一1/ (7一3一 10)

    其对应的甲亦同时还原为离域子体系的正则配分函数。

，-一左宁兴-
  二兰

      八’!

(q备V)，
  N!

(7一 3一 11)

    总之，经修正后的式(7一3一9)的确更能反映液体内部分子运

动的统计属性。

    面临的问题是如何着手求解。，(或价)。因牵涉到分子间势能

函数的设计，这当中又出现各种不同的近似处理法。比较有意义的

是林纳一琼斯一达蒙莎(L一J一D)提出的球势阱模型，但其数学

处理十分冗长，此处不拟详述。作

为粗略估算，大体可以想像，就一

个囚胞格子来说，其邻近分子对

中心分子产生的势能场似应显示

球对称形状，即c个配位分子十

分“均匀”地布散在中心分子的四

周处围。这当然是一种虚构的平

均效应。但从液态分子的无规流

动性看，这样的假设还是合理的。

照这样说，任何中心分子便宛若

被束缚在一个球状的笼子(球势

图7一3一2 球势陷自由体积

(阴影部份)示意
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阱)里，如图7一3一2，这个球笼子的体积就等于给定T、V条件下

每个分子分摊到的空间体积或称分子的平均体积，即

(7一 3一 12)
F
一刃

 
 

一一
 
 

se
妙

故球笼的半径为
3矛

(7一 3一 13)
护
，、
一
‘月」

了
户
.
，
.
、

、

再以，。和b分别表示两分子间最接近的距离和分子的不可入体

积，则该中心分子可及的活动空间(即自由体积，图中阴影部分)当

可给出为

·，一誓(一。)3一〔。!‘3一(2。)】‘3〕3
                                                    (7一 3一 14)

此处，，。可由L一J势能函数近似取值。而b相当于范德华方

程的体积因子，即。一搜.{粤)。
                                        \ U l

二、沟通墒

由式(7一3一9)，则体系的内能和嫡平均分别为:

石一(翻:、、一扣%+浑(鱼军业)
(7一 3一 15)

5=一k刀U十kln甲

_ 、，，。了mn(9‘飞/，)\。，、_(夕’1/了)，
一 一 孟、几川 一 二二不一~一 1叮， 几111~seee丁六尸- 气r 一 0 一 上V夕

            \ 口P / ‘、!

有趣的是，倘将式(7一3一9)改写成

，一。，(。)(，·)、二架军一。，(。)(。，。)，。y
                                      二百 。【

(7一 3一 17)
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与原先的式(7一3一3)比较，多出一个尹因子.正是这个产，对纯

液体嫡的微观图象起了画龙点睛的作用。试看

习=一k加 十kln切

_ 、，，.。了动n(q’t’I)、。、，:‘，_，_，__、。，‘，__、
一一 ，“，kse.币万一-)一‘，‘川、，，’j声了‘川扩

                                                        (7一 3一 18)

    最后一项klney=八，k，即你液体沟通墒。显然，这是由于似晶的

“格子”被沟通了，分子从“准定域”状态开放到非定域状态而产生

的滴。亦不妨说，对液态物质，即使采用似晶模型也不可忽视分子

的平动对体系嫡的贡献。

    以下，再根据式(7一3一17)来确定体系的其他热力学性质。

;一kTin*一夸。、，一。，kT!n(。·。，)一。，、:
(7一 3一 19)

      2亦 、 1__. _一_ 、 ._ 。.，_、
召，= !最，1 =一 含C电L。一 kTI:1(q‘价)一 kT二 产”，(T)
尸 、孙’)，、， 2一“

                                                  (7一 3一 20)

  二 /护、 1、/刁(c电L、)\ ，、，，/〕n。了、
  r = 一 1:万 1 = 下-一、lee 气万厂se一 1 .十 八 东1!一二丁广.1
          \J.’j声、，v 乙 \ 口， /夕、r \口.’/声、y

      1/J(C中划)\ 。，_/次11、。;、
    =资}二二于之卫二1 十kT}牛三岁，} (7一3一21)

      2、 加 )，..v ’一\加 )，、，

户即液体内压力，由式(7一3一!钓

{鲤竺) 二一.典二二一
气决、/，、， (砂，/J一 (Zb)‘，丹

(7一 3一 22)

  又据前面定义白勺、，。贝。(合。，c(l、里)可与液体的汽化能:。相
当。再利用希尔狄布兰德(H‘ldehe·、)近似::。二令，·即范德华方
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程引力因子，故有

    合一帅从。乙。二孕

于，(2号蛇)，、，二一会

(7一 3一 23)

于是给出

一令(7一3一2‘’
  .\’、 二_ 矛一2/a

一 ，二r 十 灯’，杯二一一一7二不万万
    r一 犷”-一 “ OJ一‘- (7一 3一 25)

(歹+会)‘云一‘，“，’/“·石’‘”一‘T
(7一 3一 26)

(”+碧)‘介一‘，”又。“，’‘’亡’‘3’一“T
                                                      (7一 3一 27)

    这就是由囚胞法导出的液体的状态方程。形式上与气体的范

德华方程十分相近，故可推知，其适用范围大概是靠近临界状态下

的液相。

三、蒸汽压公式
设在给定温度下，液体A与其蒸汽达成平衡。

A(1)，盏A(9)

  产11二=洲与 (7一 3一 28)

    再假定蒸汽为理想气体，尸。服从式(5一1一4)，而尸‘则依式

(7一3一20)，由此导出液体蒸汽压的统计表达式如下:
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111尹通
产尸1一 召19

令c甄+。0(0) 1，，.、/。:\
  ‘ 卫 ， 1 .1~ 111{芍犷一- 1

— 弓~ 1 1 \孟、n砂，)
          k了， 1

(7一 3一 29)

。。(;)即气，基态能量。因。。(，)<<粤。、，又打。c、。:。，故
                                                                                ‘ 乙

近似之下，可令

。。(。)+冬c%
                  ‘

一一一一一一丁不一 十 1
              K1

__{冬、，十。:}
三 }兰二— }

    t kZ’ J

~胡
一RT 

 

-一
2。十RT

    RT
(7一 3一 30)

式中，」万(=艺。十RT)即纯液体A的摩尔汽化热。代入前式，立见

          乙万 ._ZRT、

，n如=一丽+’n(下{ L丫一J一J‘，

    这简直成了通常的克拉贝龙方程。在正常沸点(T=几，儿二标

准压力p万)下，得汽化滴
                    ， 刁万“ __IR八、

                      」夕，二 二三一= Rln卜芳二】 (7一 3一 32)
                    一“ 几 一’一、FI/

    又根据褚鲁统(介outo。)规则，多数液体的汽化嫡均约88)·

。01一’，由此毛估300兀下
                乓=RTe一应产兰Iclns·mol一，

    换句话说，尽管自由体积与液体内部的分子间力息息相关，但

事实表明各类液体的几大概均有相近的数值。
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圣4 流休中分子的径向分布

    处理流体的另一种统计力学方法是径向分布函数法，这一理

论模型最早是柯克武德(左沙ku)ood)提出的。之后，又经希尔狄布兰

德学派加以发展(微扰理论)，其研究对象同时包括液体和稠密气

体。理论的基本构思是:流体中分子间有着很强的相互作用，故在

任一指定中心分子的周围，出现其他分子的几率将随距离的变化

而不同，其间必遵循一定的分布规律。尽管这一理论模式更能反映

流体内部分子集合排布的微观图象，但其严格的数学处理却存在

许多困难。这里仅以比较直观简明的处理概述这一理沦方法的轮

廓大意。

    一、径向分布函数

    设体积为V的体系中含刃个分子，在某一指定体积元心，处

出现某指定分子(1)的几率当可表示为

，(:、一告‘:1 (7一 4一 1)

而出现任意一个分子(，)的几率则是

。 八甲

岁(l)二下岔了，二洲丁， (7一 搜一 2)

    若面，中存在一指定分子，假定分子间不存在相互作用(或相

互作用忽略不计)，那么在dr，附近的六:处出现任何一个分子的

几率乡劣也应是pdrZ。但实际上，不仅分子间确实存在或强或弱的

相互作用，而且分子本身也占有体积。故当分子‘进入六:时，必然

会受到处在dr，内指定分子的某些干扰(吸引或排斥)，从而影响

着乙在六:的出现儿率。特别是当打2充分接近dr，时，￡分子出现

在drZ的几率更肯定不是户dr:。此际，两分子间的相对位置完全决
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定于分子的大小及其相互作用力。譬如假定中心分子与其周围分

子的相互作用可由乙一J势表示，则其他分子居于距中心分子的，。

处当有较大出现几率，而在，<，·以内，实际上不容许任何分子进

入。显然，drZ距dr:愈远，中心分子对‘分子的吸引(或排斥)愈弱，

直到，一co，认，(，)一0。这样，任何分子在六:的出现几率便恢复到

完全随机分布状态。

    基于以上理由，兹引进参量9(，)以照顾少纷因分子间存在相

互作用而产生的变化，亦即将少粉表示为

                    岁1片d::=闪(，)dr: (7一弓一3)

    q(，)称径向分布函数，对球状分子，在温度(T)和流体密度(刃

不变条件下，9(，)仅为指定中心(分子)径向距离(，)的函数。不言

而喻，9〔;)当具备如下特性:，，0，夕(，)=0，而:~co，9(，)=1。亦不

妨将Pg(，)d:看作是流体中的局部平均密度。于是，相应的9(，)六

即为局部平均密度对本体密度偏差的量度。

    又据式(7一4一3)，在距指定中心分子，、:+介周围的球壳

薄层内，出现任意一个分子的几率不难给出为

少脚dr:二Pg(，)d几

      _= P夕(r)4卿Zdr (7一 4一 4)

    流体中分子集合的径向分布己从X一射线衍射得到证实。如

图7一4一1所见，即使对密度(川很稀薄的非理想气体，在邻近指

定中心(分子)的周围也呈现一个极大配位圈。密度增大，气体的9

(，)曲线就渐次向液体的变化模样过渡。
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︵乙
饥

r 一 .弓...

(。)气 体

产，、、

卜 2
、砂尹

饥

      l

      0

护 ，..叫..，

            (的液 体

图7一4一1典型的径向分布实验图，

            尖峰出现在靠近，二，。处(L一J势)

    现在要问，径向分布函数的解析式究竟怎样?这正是问题的焦

点，非本书所能详尽。此处先考虑对稀薄气体，夕(，)函数可能出现

的一种极限表达形式。

    按式(7一2一5)，有
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v，，艺U·，(，，)
            .(J

_。」二。、‘，J，.、八’(八’一1)_八卫*。。，‘，.‘ 、，、，二 ‘*
托 关，月石‘匕于“少七‘日-一 万一一 二三下产‘!一J门，夺叮JJ只，夕目以 妞 毛兀一 1、

                                                        “

表两分子间的平均相互作用能，则上式简化为
        人’2。

v’“才佑， (7一 4一 5)

    参照式(7一寸一」)，若于流体‘1’同时指定体积元击:和八，则
发现指定分子1处于dr:、指定分子2处于dr，的几率是

      ，(:，，，‘rl‘一(合)’，‘·)‘一‘。〔卜J一6)
    依求平均值法则，分子1和分子2的平均相互作用能万:2当给

出为

        风2一汀、(·)，(·，，)‘一，。 (7一、一7)
设以分子1为呼，心，将式(7一J一6)代入即成

瓦2一衬。
  一肖1
‘rJ“·‘·，，‘·，‘了2

;，泛r丁v〔·)夕(·)j川一J一哥了。(·，夕(·)‘，抑2‘·
(7一 4一 8)

于是

、·，二琴石，2二绮一。(，·)夕(，)J。、2矿，(:一搜一。)
            乙 乙，J O

而体系的平动能平均
。 3、，._ ‘人，2犷为.，，、，、 。. ，_ 。、
之/‘二 ;犷·、盆1’十 育川  以 护匆吸尹少j价‘廿r 口 一 J一 IU)

            ‘二 乙pJ D

与式(7一2一71)比较，很容易看出

                        夕(1、)今e那，(尸) (7一J一11)

    然而，此结果充其量也只能是对际薄气体才‘成立。因而，更普
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遍的9(:，p，T)表达式可设想为:

      夕(，，户，2’)=夕。(，，T)+户夕，(，，，7’)+PZ夕2(，，T)+⋯⋯

                                                        (7一 4一 12)

尸 0时，其极限
                  1‘In夕(，，，户，2’)二夕。(;，T) (7一4一13)

                                      p咭0

这就是前面所示的情况。图7一4一2示出按乙一J势计算的9(，)

~:变化曲线。如令9(，)=9。(，，T)+pg，(，，T)，9(，)曲线即出现两

个尖峰。与图7一4一1及图7一4，一2比较，却也极其相似。

P(，’)3==1/2

P兰0
9(，)

(，/护‘)~

图7一4一2 按乙一J势1}算的气体径向分布图

    二、偶合参数法

    对稠密气体或纯液体，偶合参数法为求解9(，，p，T)提供了一

种可行的理论途径，简介如下。
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    设以某给定形式的势能函数认，(r)来描述两分子间相互作

用。由于体系中分子密集，故当指定的分子1与分子2彼此接近
时，两者之间将因周围分子的拉曳制约致使其相互作用势能不能

完全按给定的势能函数表示，但可假定为

                        U::=雪之j，2(，。) (7一4一14)

    亡即称偶合参数，其变动范围是雪=0一1。形式上看，右如坑

(，)的校正因子。在稀薄气体场合下，两分子间的相互作用宛若孤

立分子对一般，故雪~1。倘如两分子间完全不存在相互作用(理想

气体)，则雪二0。

    作为离域子体系，流体中分子的化学位可依式(7一2一钓而统

一表示为:

，尹一*。n零一‘:{处黔) (7一、一15)
                    \认、/

既然一总是一个大数，上式右方第二项不妨简化成

、，，{粤黔\一、T〔!n，‘(。，)一，n*‘(二一，)〕
  \ 0一、 /

                                                      (7一 刁一 16)

    物理意义上，此项相当于在原先含有(万一1)个分子的体系中

再加入一个分子(1)，此过程因反抗分子问相互作用而对体系所作

的恒温恒容可逆功。以上代入式(7一4一15)，则

(J)L，，_q份 ，。，__ 甲‘(八)
几1 111 -:丁 — 布j IJI—

      八          切人(.\r 一 1)
(7一 4一 ]7)

为求解叭(1)/甲‘(-\’一])，试将式(7一2一5)改写为
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            、，，二艺‘了，，(，)+艺之了。J(:) (7一4一，8)
                                        J=2 .=2

                                                                      .<J

    不言而喻，式右第一项当指分子!与其他(万一1)个分子的相

互作用势能和。而次项则表示除分子1外，其他分子的全部相互作

用势能总和。然而，若想像这后加入的分子1与体系中原有分子的

相互作用需要以偶合参数心校正之，则上式变成

            、尸，二乙“厂:沪(;)+习‘，。(:) (7一卜 1。)
                                          J即2 ，合3

从而有

，，(。，、卜{··⋯丁。，、⋯⋯dqv

一丁··⋯介一!刀}鑫、之2!少(·)+鑫之了一(矛、，
义dql⋯⋯d，qv

.<矛

(7一 ，1一 20)

    如式·倘言二1，则沪*(八’，1){更复原荃IJ与式(7一2一12)所示的

叨、(入)一致。若有二0，意味着分子1与所有其他分子全无作用，甲‘

(1，0)等价于一个仅含。’一1)个分子沐系的甲*(人’一1)。即

、(戈0卜J.....脚〔声(0+客邸·))俩:⋯⋯dq
          =[‘叨人(入一1)

山此不难给出

                  伊‘(人’)

              fl，人(八’一 1)

代入尸式，经整理后，成

(7一 4一 21)

1，坠二兰止互
沪‘(入’，0)

(7一 刁一 22)
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，一 ，，。，__。.，邓，_人’ ，_，，，。_切*(入’，1)
产 一 一 们 川 甘  门一 九诬川 下丫 一 ‘1111一一一丁丁尸二下

                        1’ 沪̂ 又一、，U)

                                                    (7一 4一 23)

设以右作变量，则In(切人(万，1)/沪人(万，0))可由下列积分表

示

，_四工，丝_(’了胡n沪人(八’
‘11— — - 赶 】一

  甲‘(人’，U) JO气 刁右刹、卜”一’4)
而从式(7一4一20)，可逐步导出:

竺塑三三兰之一一卫一一{三坠竺三之{
    大 切̂(八，言)、 心 j

州一面ha’ ··⋯

义二p〔“(一荟“‘了1，(7、，+耳‘厂一‘7。’)〕‘q，⋯⋯‘q·
令-\’一1兰一，则

阴n切‘(1，右)__ 八’ v 「 r，:‘_
一一 一代了丁一 二=一 万下;-一一了T一一寸丁1 ’.” .’IU 气r

      人 KI 甲̂ 又.、。9刀 J

.e，l)dq2’’·⋯肉y

一副了

一司’;

之j(护)
厂断一丁产，dqa”’‘”‘q’

切，(八’，诊)
7T尸dr

之/(，。)夕(1。，右)4万1、，dr (7一 峭一 25)

此处定义
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，(:，、。_，，2匕上
                          V，̂

亡沙下’，了q，⋯，，·dqy

(八’，右)
(7一 1一 26)

所以

，，一‘:，In。·+、:、!n令

  +哥丁了“7·，，‘7。，“，’一’‘7·‘“
二 产协+ k了，InP+ 孟Tlny (7一 4一 27)

式，!，

1·，，一命丁一宜“::，‘，。，，‘7。，“，”脚’‘孑·‘“
(7一 4一 28)

另据r=对7’q‘，上式尸亦可表示为

，_ ，，，，，__夕0。，。，，__一’
1丈 - — 入2 111 1。一 气一 八1 111 丫二丁爪

                  _\0 人1!/

十衬丁了肠·，。(r，“，，川。、‘“
二刀。十孟7’lllf (7一 1一 29)

      万孟护 了万 厂’厂‘。.，，、 、 。 ._)

]一下eXp(蒯 j。1“吸’‘’“‘护，‘”‘，“d，’了‘{又‘一’一乃U’

    这就是应用偶合参数法推导出来的流体化学位及其逸度表达

式，其中9(，，肯)即包含心参量的径向分布函数。

    若参照式(7一1一1!)，也不难猜想9(r，右)白勺极限形式应当是

                      1。，，，夕(7、，心)二。声屯‘’‘r) (7一4一31)
                                            犷，Q

故可得出，对稀薄气体
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几，(一、)J、一丁;一J、一浩(·一 ，)
(7一 」一 32)

再说，式(7一」一26)右方白勺丁一丁e/r，·dq3⋯⋯dq·/，*(。·，
动实质上乃表征流体中指定分子1出现在体积元dq.，同时分子2

出现在体积元相:的几率密度。读者只要通过与式(7一4一6)比

较，自可一目了然。

    以上所给，事实上还没有真正推出丧示高密度流体的9(:，p，

右，T)函数解析式。虽然，前人已从理论上建立了若干精细求解径

几分布函数的一般方程，其中最著名的有柯克武德的链锁积分方

程以及用作为简化计算的超位近似法。但由于问题复杂，数遭计算

的结果并不十分出色‘卜  目前，有关这方面的研究尚有待于深入继

续。
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习 题

(的试山式(7一}一[约推出下列德拜晶体的内能及热容公式:

:一。。.。。二咭)!’犷恶
已一3众(刹丁:产万兴气万

(2)设非理想单原子分子气体(.4)的正则配分函数可表示为

*一知+粼
其分子间势能函数由基松势给定。已知该气体的范德华常数

云二3.455义1〔1一，pa·，n6，，。01一‘

乙二2.37义 10一“，1‘3，。口1一’

      。)若舀、石皆与温度、压力无关，计算在300K、标准压力下 1

摩尔该气体的内能值;

      b)试确定恒压下上述气体及的高温渐近值。
    (3)根据式(7一2一14)，取1二1，2两项，并设分子间势能函数

可山下列简化的L一J表示

U(的 兰 。， ，<

2:(7、)一 ::，。{垒)“+之:。(全{”，，》，、·
                  k尹/ \尹/

。)请按汀》打(:)条件求双分子集团的刀，积分;

b)假定气体的内能可表示为
·31[·



， 3、甲._
V = ，犷八 布边.，十 JV

          Z

确定校正项JU的近似表达式。

    (钓有一非理想的二组份(A和B)混合气体，以J，、1:分别表

示气体中通和刀的分子数;打t，、U22和U，2依次代表月~A、刀一B和A
~B分子间相互作用能。

      。)试确定上述混合气体的正则配分函数叭。.，;

      b)设计一种简化处理法，导出混合气体的沪*(A，B)积分近

似式，其最终表达式可归结为:

、(，，B)二，一(‘+豁，1(一+韶“1(一+毕“1‘’，’)
式中，刃=一，+J，，尹，‘3，即通的刀，积分，余类推。

      c)从外.，出发，求混合气体中A、B的逸度系数为和物。

    (5)根据似晶模型，设想液体分子的自由体积今可以彼此沟

通，导出纯液体的巨正则配分函数。

    (6)如果液体的自由体积可表示为

                几=，3(户，/3一厂。，/3)，
少为几何因子，户为液体的摩尔体积，彩。是一摩尔液体分子真实体

积，试证:

。)(。1/3一。。!/3卜，石未不;
。)。，产筹箭万

式中，a、声乃液体的膨胀系数和压缩系数。

    (7)设稀薄气体的径向分布函数可表示为

                          9(护)二 e一‘(，)/户丁

并假定分子间势能函数
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U‘尹，一务+“一，/’
。、b、。都是正的常数。

      “)大致描绘此势能函数‘臼)~1’变化图象;

      b)大致描绘9(r)一，变化图象。
    (8)根据式(7一4一31)验证，’当流体密度p、0时，式(7一2一

53)与式(7一4一28)便完全一致。
    〔9)试证:对一个二组份的等温开放体系

二一、，、2一(刹丁1甲、。，一(到，、。2。
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第八章    相倚子体系典型示例(二)

    本章延续前章讨沦，主要介绍布拉格一威廉(价ag夕一详浏。In，)

近似和古根亥姆(伪卯、加‘。)准化学平衡。这是统计力学处理固溶

体(包括二元溶液)最广泛被应用的两种理论方法。其核心问题都

针对着固溶体‘}’因粒子间存在相互作用而产生的构型分布。易辛

(执叩)模型给出了一维(二元)点阵钩型方式数的精确解，对三维
(或二维)点阵构型分布的严格处理具有启发作用，而聚合物溶液

的弗洛里一哈金斯(Flo卿一伪卿。)理论则是布拉格一威廉近似的

巧妙推广。

荟1 固溶体的构型分布

    将不同的物质组份混合，其形成理想溶液的热力学条件是:混

合后不产生热效应和体积效应，即」氏。(或」H.。)和J氏。皆必为
零，且过程的嫡变自凡“’)必遵从理想混合嫡公式。有些溶液，其形

成时混合热并不为零，混合后体积亦稍有变化，但混合嫡仍服从理

想公式，此类溶液即称正规溶液。实例如碘、硫、磷等分别溶于
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CS，、CCI、、C。}1，，或笨等lr极性溶济‘1，以及ASCI一ASBr形成的固溶

f本。此外，还有一些物质，特别是高聚物溶液，虽其混合热亦表现为

零，但混合墒却偏离了理想值，这样的溶液就叫做无热溶液。

    与纯液体相似，有关溶液的统1于力学处理通常多采用似晶模

型。更高级的理论方法虽然很多，但普遍存在复杂难解的数学问

题。本节内容仍以似晶(点阵)模型为据，其讨论对象同时包括一般

液相溶液和固溶体。

    不难想见，当溶液或固溶体形成时，分子问力的一个明显变化

是:山原来同类分子问的相互作用变为同类、异类分子问的交义相

互作用。以A、B二组份体系为例，混合前纯A‘牛，只有A~A，纯小扣

只有刀~”的分子间力;而混合后，则同时存在A~A、D~召和A~

方三种不同关系的相互作用力。若以电L、、叽，和屯，依次表示拆散

一对A~A、召~刀和A~召分子对须要耗费的能量。再以下列过程
表示三种分子对的交换关系:

            冬、一，+冬。一。一，，一。 (8一，一，)
                  2‘- 一’.2- - ·- -

;千定义

            。二冬。。+冬巾，。一。、， (8一1一2)
                          2一” ’2一”。 一少“ 、- - 一

    中称互换能，可解释为溶液，伪幻月￡A、刀~B形成一对」一B
分子对伴随的能量变化，而不同组份的互溶情况显然与中值大小

有关。若中=0，则A、B可以任意比例混合，且沉偏。=0。小越大，互

溶情况越差。如采用似晶模型，则可得出(证明见后)，」1锰

=入绍小，浑刁，即似晶点阵中存在的A~刀分子对的数目。参照式

(7一3一1)，则混合前，

:(，)一冬。，c。，，+夸(兴p:、‘+。.、、‘(q，、‘)
              乙 芯或、乙Illj

(8一 1一 3)
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:(。。一丢一。·，c、+女{兴p;、‘十‘，，二。q，、‘)
              ‘ 刃二 \‘，1‘a

(8一 1一 j)

故混合后体系的总能量名(A、功可表示为

            E(月出)二 E(A)+ E(刀)十 八’，a中 (8一 1一 5)

从而，体系的正则配分函数

尹(，，，‘，、。，。·，)二习
                      (，劝矛

          二万
                        《气B)

艺。(“’，，)e，气‘，，B，

“(1」·，(习。，气‘，，·艺。照‘”)·。”。，
二 切」甲刀切对 (8一 1一 6)

以上，

，通二(。.、e一声，泪/，)、

，，=(。。e一伙a/，).v，

八=习。(“’一，，)e“，朋‘
        {.v.a}

(8一 1一 7)

(8一 1一 8)

(8一 1一 9)

    此处，9(刃，，)当指在量子态E.和给定分子对戈。，条件下，1，

个A分子和工。个B分子在似晶格子上的排列方式数，亦称混合

构型方式数。求和恩则囊括了全部可能实现的“‘3·变化。故中·亦
称混合物构型配分函数。

    处理实际溶液(或固溶体)，关键在于如何求解混合构型方式

数，这在三维点阵中，一直是个颇感辣手的问题。但对一维固溶体，

借助易辛模型就容易得多。易辛模型的处理对象本来是核自旋体
系，但稍经改头换面，便可用于任何一维点阵无序分布。下面就以

易辛模型处理一维固溶体为例，简要讨论甲，的一般求解步骤并
将结论推广到三维或二维点阵体系。
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    一、一维固溶体易辛模型

    设有A、刀两种组份形成一维固溶体，其似晶点阵同时存在A

~A、召~方和A~B三种近邻关系。

                图8一1一1一维固溶体点阵排列

    如图8一1一1，A和刀相互交错明显无序。现将点阵中紧邻的

两个分子看作是一对分子对，并以万。、了。和丁。依次代表A~A、

刀一刀及A一B分子对的数目。图8一卜2示出A、刀两种分子混合

前后的分子对变化。亦即，倘于纯滩点阵中拆散一对通~A分子对

并插入一段B.队列，必同时产生两对A~B分子对。因此，若假定

该一维固溶体中包含万，个A和一。个D，而各分子对的一种组合
式样是入L。、.\’，，、入菇，则此三者与万。或工，必呈如下关系:

/ 、
/ 、

图8一1一2一维固溶体中分子对的拆开与形成示意
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八一“，儿1+合二一

“一。一+合。一
(8一 1一 10)

八*.’」十 一朋十 1。，二 工J十 JB

    这是因为混合前纯A点阵中应存在(J，一1)兰1，的A~A分

子对，而形成固溶体后，遗留的戈‘加上被拆散的要二.。，必等于混子‘’刁””.‘M~ 一 ’“书「，‘只’~ ~曰碑一“，厂‘”一 ’认材’币H切2一.，“~ ’书J’山

合前通~A分子对之数，即八’j。同理，对B一B分子对算法亦然。

    依照式(8一1一10)，立可给出此二组份体系的混合能J几‘二当

为

J之瑞.:=(一，中划十八’a中，，)一(八’L，全t，十万aa屯，十八’」，电，，)

二(与十一知，，)%十(与十冬戈砂蝙
                        乙 乙

  一 (八了。中.“+ 一，，中，，十 八，.，，中，，)

一N.l，(如十如一蝙)一\’w (8一 1一 Jl)

    下一步的考虑不外是:按上面给定的分子对组合式样(少划、
刃那、万A，)，又可能产生多少种不同的构型方式数呢?

  根据排列组合，设令Y=令二.4，，则对，队列，其在点阵中的排      ‘卜刀HJ”产切~ 曰’卜 、 一 2一’“”2、J’J一‘2、产J’2、冲“‘、『「’卜‘JJ”

列方式数为

                                  八场!

                          Y!(八场一 Y)!

    这相当于将Y个B.A单元(即BB.··⋯刀A)与剩余的协场一Y)

个A排成一列的方式数。同理，对刀队列，将Y所代表的结构单元

改成BA.(即剐⋯AA)，则

                                    入a!

                            Y!(八’，一 Y)1

    既然，A、B两队列穿插于同一点阵，故此组合式样的构型方式
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数自必是

斌人初二而六士万不
一’、 人’，

Y!(八’，一 Y)!

            (8一 1一 12)

    再将一切可能的组合式样的。(1、，)累加起来，就等于戈‘，全

部可能变化的构型排列方式数的总和。作为一维点阵，C二2，设其

长为L，则山以上所给，立可写出此固济体的正则配分函数如下:

沪(/I、乙、入‘，、八’，)“甲，沪，沪，

一艺(。，。一肿材)‘·(、，。一肿，。)x。
    {浑，:}

入’，
义 二，尸，二尸一一一代爪二二

    Y !气_、、一 Y )!

      人’。!

Y!(一’，一 Y)!
尸y朋。

(8一 1一 13)

为便于书写，兹记

  心，二q、e一声气 ·。a，

  右，二口。e一肿，。·e“a

夕“亡肿，e产y，，。二夕ZY

(8一 1一 1谁)

(8一 1一 15)

(8一 !一 16)

于是有

三(产、:、a‘，、a，)=万沪(产、:、。’.，、入’，)。v·、·ev，·，
                y诵V‘

二艺，2‘·盯晶·
八」

暴不百兴币
点，(y月一Y)

X纂而叶告而“·‘”一‘’
入、

(8一 1一 17)

因

氧可赤瑞，“·‘’一‘’一(’一“’)一戈‘十’)
咬8一 t一 18)
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一召1

.K0二半端下“‘’一‘’一(’一“·’一‘’‘”
(8一 1一 19)

由此即得

三(刀、L、。、a，)二艺，，Y“晶(1一立，)一‘Y+”·(1一如)一‘Y+，)

万不万击二面蕙
      右，右，夕2
(1一条)(1一亡，)

— ‘匕一一一一「1一一一一.鱼鱼亡一叫一1一’
(1一夸.)(1一右，)L’ (1一氛)(1一亡。)」

      一一 称止一一一二 (8一，一20)          (1一今，)(1一勃)一今:如夕2

    这就是一维二组份固溶体的巨正则配分函数，求和中必须满

足的收敛条件是

                    0< 右」< 1， 0< 心，< ]，

“/ 白勺犷 ，，U ，、、 丁了- -t吮丁7reees一r丫 ‘叹 1

      LI一 ‘侣夕气1一 ga夕

    附带指出，理想固溶体的三可视为前式的特例，此场合下，中

=0。若再指定%=4、，=。，则因条=q-l洲，如二qBr召，，=e种=1，代
入式(8一1一19)立见

          三二下不石会二叫石不
    这显然是式(5一3一」9)之再版。

    回顾式(8一1一19)，固溶体中各分子对的平均数可分别导出

如下:

了‘={塑」2旦) 二一二二匕全遨土二鱼亡一
      、撇，/，·、:、。， (1一如)(1一右，)一白如犷2

(8一 1一 21)
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一      了刁In三\
_\.二 1一二一一 }

      \山，/声、乙、。，

心，(1一心、)+心‘，夕2
(1一右、)(1一雪，)一右‘。梦2

                        (8一 1一 22)

兄，一2、一，(等)，、:、、、。，
2之，(言。梦2

(j一右_:)(1一右，)一会‘;夕，
(8一 1一 23)

故

二 _二 万」，_ 右、(!一右，)
‘、月唯- ‘、1一 一一二- 一 巴气尸一 一份叮-弋尸二气尸-一~~丁，丁

                艺 又1一 9，)(1一 9，)一 9‘，夕‘

(8一 1一 24)

二 __二 又、，_ 心，(l一心力
‘、胶升 — ‘、n 一 一一:，， 一 石 _ 、 丁 、 _

                艺 (1一 叮，)(1一 ‘，)一 心Jg砖

(8一 1一 25)

联合以上三式，立可推出

(八、。

入’_、，入。:
___「 唁，如梦 ’1」_，
一 1丁产一一下丁长耳了一一一万丁 1‘嘴-

    L、皿一 与11、1一 5刀少J
(8一 1一 26)

鉴于又，，乃系大数，解式(8一!一23)，近似可得

    拭矿 _ 二一区生 ~1
(1一 心，)(1一 心，) 八、，+ 2

(8一 [一 27)

山此而有

〔灭 )2止二二二生二 ， 月。2肿
不  了 一 。‘‘，一1‘，吕B

(8一 1一 28)

    这是一个很有意义的结果，通常叫作易辛公式。明确指出固溶

体‘}，形成的A~B分子对平均数与互换能中之间的依赖关系。如

式，若中接近于零，或柑》2中，则又‘。二2、八丁不石。这相当于点阵

，}，月、”的排列处于十足的随机状态(即理想固溶体)，若中很大，

有可能导致1、，一0，且1、，二了、，了，，二了。。如此，乃、召两种组份就

不容易彼此混合了。
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    二、布拉格一威廉近似
    山正则配分函数来推导上述固溶1本的内能和嫡平均，其数学

步骤似较简炼。方法如下:

    自式(8一1一13)，若中与T无关，则

仍n切:、，，、y。一(祭):、，，+(梁{:、，。+(鄂):、，，、y，
，
口
f

‘

.
1

、 
 

一一 
 

一打

=瓦 十万，十」石， (8一 1一 29)

显然，混合能

  乙之j，.;

5 = 一

  /勿n仍“、

  \ 口1，1乙、.v‘、y，

  艺。(二.，，)。”，·尹了，，。
=竺竺三一一一一一-一一一一一二了、梦，

(8一 1一 30)

k洒十kln切二及，十瓦十J瓦。
(8一 1一 31)

此处，混合嫡

      J万，。二=一划」百。。‘+孟In切、

一‘八砂+“·〔恩9‘“’一’尹”’〕
(8一 1一 32)

    可想而知，式右第二项进一步拆解成了问题。但前面已有交

代，当互换能中很小或者体系的温度足够高时，A、刀两种组份在

晶格点阵上的排列即趋向完全随机的分布状态。在此场合下，不妨
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施展撷取最大项手段而从叨，求和式‘!，提出与最可几分布相对的

那一项来，即

          ，n万。(。‘一。，)。”，、，‘一，n”(1。，)e八汕，

二11卜(立二土立竺狙。，、J，。
        人、!八、，!

(8一 1一 33)

    这也叫作布拉格一威廉近似，其，!，灭J，即最可几分布下的A~

”分子又寸的数目。设‘p=0，则己1式(8一1一28)立可确定

人赶、，
  2\’1入’。

(人._、十 入妇
(8一 1一 3搜)

有了式(8一1一33)，一举而得

‘」、.。一 、爪、。。，+、In，，一‘1。华共毕
                                                            _、1! 、召!

二一 人(八、11飞xj+ 八，11、了。) (8一 1一 35)

服从理想混合嫡公式，显示正规溶液特性。

    乍看之下，布拉格一威廉近似好像有点“离谱”，其实十分管

川，特别是处理实际的三维固溶体(或溶液)，凡是采取似晶模型，

就经常免不了打这种‘’交道”。诚然，布拉格一威廉近似仅在1，，中

《仔条件下才成立，况且，按照这个近似法处理的溶液(或固溶

体)必具正规溶液特性。

    三、正规溶液活度系数

    若想像将易辛模型扩展为三维点阵，则对二组份体系，其能量

函数仍可由式(8一1一3)一(8一1一5)规定，且各不同的分子对之

间存在如下关系:
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          姿一。几，一。几::十李戈，)
            2一’‘’一”“’2‘”牡
        冬二，一。，，十冬、，，!
                  2一” 一”” 2一”’)

而体系的正则配分函数

              。刀(刀、1/、八’，、八’，)今叭，沪，切对

          叽‘二艺“戈，)。，、。

(8一 J一 36)

(8一 1一 37)

  (8一 1一 38)
                                  嘴万诬，}

    上式各项物理意义仍可仿照一维点阵解释，但勿混淆，此处的

研究对象是三维溶液(或固溶体)，在满足kT》戈、，中条件下，同洋

采用布拉格一威廉近似，使

            。’」十 入’。)! .。二
In甲加，一 In~一二，下不气下一 十 卢‘、t吞甲

                      ‘，月上·，B盖
(8一 1一39)

    也就是说，默许点阵中A、刀两类分子的排布是完个随机的。

据此，便可分别导出正规溶液的热力学性质如下。

    首先，」之j.。和J从1.:之表达仍具式(8一1一30)及式(8一1一35)

形式。但作为三维晶格，A~B分子对的平均数应修正为

八.话
  C入.1人、

(八’.。+ 八，)
(8一 1一 40)

其他:

1)」凡。:此即混合自山能，定义是」凡.:=万一(万，十几)，导出

式为

:j凡，，二一左Tln沪，

    =kT。’、In犷3十八’，Inx。)+了，，(卜 (8一 1一 心1)

2)产‘、及，，，因j了，a与八’，、八’，之变化有关，故
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·‘一{祭)，、、，、、，一，，(舞)，、，
  +‘，，，⋯+中(会)，、:、、，(卜‘一”2，

依式(8一1一40)，即得

}三玉丛
\刁八一，

    C八’晨

(一’，十 八。)2
= Cx孟 (8一 1一 43)

代入前式，则

尸，=双犷+孟Tln，、十C中踢 (8一 1一 14)

同理，有

、，一{奥) 一，:，+、Tln:，+。州
        \口、.j声，‘’、y，

(8一 1一 45)

据热力学，溶液中兀组份的化学位一般表示为

应 今1琦十kTll、a‘“剧丈‘十k了’In才‘十kTIn夕‘ (8一1一46)

对比之下，即知活度系数

又1一了“一‘一‘2一)
梦，“ 。c听二2含7二 e少2二)

(8一 1一 47)

a，二C中/kr。

    以上表明，作为正规溶液，虽其」心.:眼从理想公式，但其他热

力学性质皆与理想状态发生偏差。其主要原因是分子间互换能之

不为零。若从式(8一1一44)预测此类济液的蒸汽压，则不论对组份

A或B，均可写出
                      ，、今此，，人二户义，*)，; (8一 1一48)
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    户、即同温下纯A

(或纯刀)的饱和蒸汽

压。表8一1一1列出

某些二元溶液口值，

图8一1一3绘出不同

“，遭下的，/广一:之

变化。很明显，a，>0

时，户。对拉乌尔定律

发生正偏差;口<0
时，呈负偏差。这是因

为，若 al> 0，必

睿

0 j 0.6 0.召

冬叭，+冬叽，)>
乙 ‘ j

图8一1一3 布拉格一威廉近似的二元溶

            液蒸汽压曲线

中，，，即溶液中A~A或刀~召分子问力强于A~B的分子间力，故

不论是A或召，自济液逃逸进入气相的容易程度当比纯态时的大，

此种倾向势将导致蒸汽压发生正偏差(，>尸)。反之，如al<0，则

{冬电。十牛、。)<、，，难免产生负偏差(，<，。)。
\2’‘”‘2一““)一’“’‘，尸一~’一朴”一’‘一1’“

    虽然，应用布拉格一威廉近似尚能解释正规溶液的基本事实，

但推导出来的状态性质对理想行为的偏差却又都是对称变化的。

这可从式(8一1一」J)以下诸式看出端倪。实际发生的情形肯定未

必刚好如此，之所以不符或可说明布拉格一威廉近似中关于随机

分布的假设存在严重缺陷。改进的办法不外是充分正视当A、B两

组份的分子间力悬殊较大时，混合物，}，同类分子必倾向于相互亲

近，而异类分子则相互规避。这样，两种分子在同一晶裕上的排布

就不可能像中二0那样地十足随机的了。通常就将这一现象叫作
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非随机性分布。下而i.J论的难.化学“r衡在这一点上将了{所发挥。

表8一[一1 某些二元正规溶液口值仅、=x:=0.5)

口二乙中/k7’ 」几。/衬

一0。43 一0。011

一0.10 一0.037

一 1.6 一0.16

一0.036 一0.01:、

一0.52 一0.21

一0。36 一0.15

组 份 犷/K

cC，4一牵 ?9只

CCI刁~环己烷 313

CSZ一丙酮 308

·心一’·2c2，”c，’ 298

今一环己烷 298

今一环己烷 313

    四、准化学平衡

    倘将二元溶液『!，A、D两种组份的分子因不断运动而频繁交

换位置看作是一个“化学过程”井在给定的T、u条件下达成平衡，

则

                      A一 A+ 刀一 小 升七ZA一 B

(1::，)2
了几，了乞B -」·一 钾劣。刀山。

                    丫 11丫召刀

                                                        (8一 1一 49)

    这就是古根亥姆提出的准化学平衡关系式。其处理方法无非

是模拟化学反应来解释正规溶液性质行为。上式中，尹，，即代表非

随机性分布的平均分子对，其内涵与_L一节提到的又，，不尽相同。

后者乃系在完全随机场合下的统计平均值。qt，等为模拟分子(如
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AB)的单位体积配分函数，」扩。乃 4一犷1、B一B与A一B’‘分子”的基

态能量之差。据中的定义式，当可确定

                Jo0二二2尸。(，毛召)一 。0(，IA)一 ￡0(召召)

                    :=电:。十 小，，一 2电。。= 2中 (8一 1一 50)

    若设想A一A、B一B和一 B诸“分子”的质量。，“转动惯量”

以及“振动频率”v等都大体接近，但对同核的A一A或B一B，其
“转动”的对你数。=2，而异孩的A一B，。二1。把这些代入式(8一1

一49)，化出

寥婆牛一”严 (8一 1一 51)

    这似乎式是(8一1一28)之重现，但从推导的步骤看，其适用的

范围自必、更加广泛。又据式(8一1一36)，记亨=cl!:，，犷=沪/‘了，

入’=入’.、+八’，，代入前式，立成

坚四- 一少’ _戈t一油， (人‘。一 Y)(八’，一 Y)
=夕一2

                                                    (8一 1一 52)

即

          (亨)2伪2一1)+八亨一戈价’，=0 (8一 1一53)

解此二次方程。最终导出

  2八’x.，犷，

(刀‘十 1)
(8一 1一 5刁)

灭‘扭
C入’:人’a

八’_，+ 万，

      2

(刀‘+ 1)
(8一 1一 55)

                刀，=丫1+」x.ox，(夕，一1) (8一1一56)

    这就是山准化学平衡导出的结果，确定了习，，与T、(1，之间的

普遍关系。当月’《c小时，鱿二1，尸二t，式(8一t一55)即还原成完全

随机的分布状态。
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了执，
C入」入、

(人’，十 入‘，)
一，，刀

    对准化学平衡，溶液的混合能当为

                        」百明。，二灭‘，a中 (8一 1一57)

    但涉及混合嫡的1卜算照样颇费踌躇。因为式(8一t一49)所示

平衡关系并不包含」孔。:因子。如从下列式子出发，

                  」5。。.:=一切J之j。二:+孟11、切，

岂不又绕到怎样清点非随叽性分布的构型方式数来?

    精确求解非随机性分布的叭。殊非易易，一种巧妙的变通是，

权将非随机性分布的甲，解析为

          甲，二万“。一，，)尹“
                        (v认，、

            =乙。(了、，)、(刀、。、。一、，)。，、汕。
                              {N‘超}

                                                        (8一 1一 58)

    此处，留(方、中、万‘，，)因子的引入钊对修正布拉格一威廉近似。

或者说，将留看作本来是非随机分布的9(尸1，)折冲成随仇分布

的9(又，，)而必须乘入的校正项。故公必为11，中及，.，，之函数，且

须满足k7’》歹.。小时，留~!这样6勺大前提。据此，仍依撷取最大项
原理，得

‘n，一’n{恩”‘“’一’“”油’)
一In共轰主韶兰留(刀、中，1!、习)e心“。 (8一 1一 59)

再假定留印、小、又、:)具备如下指数函数形式

                留(方、中、了!:。)二e尸‘。 (8一 1一 60)
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式「}，，x显系又，，之函数，山此则

    !，、，，一In{二牛年卿
                            \ ‘、j!‘、白1
可种.。”汕。

                                                        (8一 1一 61)

    那么，2的代数丧达式又将怎样呢?自式(8一1一57)，有」瓦。
=了油中，而据式(8一1一61)，却

‘。。一(鄂，);，、、、.v，一巾(竿卜几中+叫翻
二 万端中 (8一 1一 62)

可见

(等)一戒鲁 (8一 1一 63)

即

「。_，，，，。、 户_了派，。，\

J*“、‘，‘’一 J，“(布二{J代 (8一’一“刁)
经分部积分，有

一刀‘一了;·刀+止了!。·‘刀 (8一1一65)
移项井结合式(8一1一55)，得

声(‘+了油，一且了油‘，
      _2。，x一声，尤潞 (8一 1一 66)

因

(j尹)”=1十4勺了，(夕2一1)

故有

2刀‘d刀‘二一8中x_，:，夕，，1刀

        =一 2小(尸 一 1+ 2翔)(厂 十 1一 2为)d刀

                                          (8一 1一 67)
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于是

/l(2+r动

C、 _ 户 2尸了尸
~二， 、X、了R l 丫卜丁尸~丁一 广:卜产份尸~丫~代尸一一一二.-一犷艺，介尸~~~代尸.代一气丁~、甲

中 一 J尸t声‘十 1)(lI’ 十 ‘一 艺x.1八/l’ 一 1十 2白)

(8一 t一 68)

积分并经一番整顿后最终得出

      二 、 C左了，，、 .、、「 ， (尸一 、十 ZT，)
气式 卞 一、、刀)牛 下犷丈.、 、各寸._、古声!炙玉者矛1~一一吮气下一下一丫贾一一

                    乙马， L Z八 /J 十 J少

    ，(刀一 }+ 2才，)马
卞 几旧一~~甲丁下一了一下二一一 {

              2石火1) 寸夕 1夕 J
(8一 !一 69)

山此可得

」从，:二一k产」U、‘刃十枷1中，

一、产{鹦丝) +、，n*，
        、 “1， /”、v，、丫，

                    二一(人‘、Inx、。十入’，IJ丫，)+孟刀2中

                                                      (8一 1一 70)

    显然，k声X中可视为正规溶液的」拭、校正项。只要A、B两种分

子在似晶格上呈现非随机性分布时，其混合嫡总较理想状态的

」气‘:值小。这毫不奇怪，因为一1卜随妇t分布的有序化程度无疑要比杂

乱无规地排列的大。

    再看

              」F二:二一 人7’In沪‘

                  二沦7，(八’，1，1，.，十入’。lllx，)+(灭‘:。+2)中

                                                        (8一 1一 7】)

    而

“·“一!、一“‘·(箫)，，，、v:
331



  ，，’，「、___ 。C，_(尸 一 !十 Zx_，)1
一 ‘1 }Illr，，~二二lllee一一-，厂丈厂一下一下爪犷一一 1

        L 乙 犷‘Ll万‘叶一 1少 J

(8一 1一 72)

JI，‘一沁一‘’一(黯)，、二
_。rl，「，“ ，C._尸一1+2枷1
— 几止 1 IJI“刀 户r 二花eslll，weee气厂丈厂~下一下戈一 }

        L 乙 了6LIJ‘十 1) J

                                                  (8一 1一 73)

于是，相当于式(8一1一J7)的1舌度系数亦川应地变成为

  _「理一 1十2，门c/2 ，。 ， ，J、
尹K 一 1一一代六荞一六一一丁矿一 1 气0 一 1 一 1曰

        L 了布、1) 门一 1夕 」

K二A，刀，其:‘随了之变化仍具对称形状，看来，即使是准化学平

衡，也还有它的不足之处。

    需要补充的是，倘A、B两组仁)的。1，自互故大，则按式(8一1一

49)，当知此准化学反应

的」俨必也不小(或It-v

~0)。既然“反应”(实为

分子对之交换位置}趋

势微弱。所以，两种组份

实际上就难以充分互

溶。或者说，可能导致相

分离现象。这在前面己

略述及，其临界温度与

了有关。图8一1一4示

出不同了值下的混合自

山能随组成变化曲线。

0.2 0.4 0.6 0.8 1.

一 0。1

‘二二二止

al = 2。25

勺

峨
\
J
岭
勺
一 0.2

一0。3
己 = 1.5

图8一1一4 二元溶液混合自山能随组

            成变化
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图!}才，山虚线联结的今一勺曲线，{;、两个最低点，正好对应于分
离两相的组成。其下，则为单相区。已知，“‘=C巾/仔，故就给定的

中，温度升高，口减小。如由式(8一1一71)出发，则不难证明，两种液

体的临界互溶温度是:

        中 】
了、‘ ，:~ .-一弋一 ，气;，~~尸

        左 ，r t‘ 、
                  !nl万了we一.气二 1

                、C’一 乙1

(8一 1一 75)

若c足够大，近似有

              ，，。一贯
这已变成布拉格一威廉近似的结论。

(8一 1一 76)

;2非理怨吸附排斥能估算

    倘若固体(吸附剂)表面具备规整二维点阵结构，而吸附质(气

体或溶质)粒子又形成单层吸附，那么，便不难运用类似于处理固

洲本的办法来确定此二维点阵吸附的钩型分布。在理思的晶面上，
定域吸附粒子通常都有它们的隐定吸附位(如金属晶面的顶位、穴

位或桥位)。当粒子问存在不可忽略的相互作用时，其点阵排列即
偏离随机分布状态。吸附粒子间的相互作用一般仅考虑其侧向的

相互排斥或吸引，且随粒子间距离的增人而迅速减弱，故就一个指

定的吸附分子而言，其与周围吸附分子的相互作用能表现出与晶

面上基底(吸附剂)原子(或分子)的点阵结构有关。本节即按二维

点阵模式讨论气/固体系飞「理想吸附方程并例示有关吸附粒子间

排斥能估算方案。
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    一、吸附方程

    设气体A在固沐表面发生单层吸附并在给定的T、p条件下

达成平衡。以一:、一，分别代表固体表面的吸附位总数和吸附的A

分子数。不难想像，此际吸附相『!，当存在A一A、A一口(空白吸附

位)和口一口等三种不同形式的邻近(分子或空位)对。在近似处理

下，吸阳分子间的侧向相互作用仅计及晶面上最邻近的A一A分

子对，而A与空位(A一口)或空位与空位(口一口)却假定无任何

相互作用。如以电L，代表最邻近的月一A分子对相互作用能，并规

定电L;<0，丧示A一4吸引，电Ll>0则彼此排斥。以c表示指定，}，

心配位数，A’.t，代表固体表面呈现峨一A分子对的数目。参照式(8

一1一36)，不难给出各邻近分子对之间的关系如下:

一，:一粤。，一知，.t口 )
              “ 1

      ，」 一 ! 犷(“一“一，)
八rDD=万C(八活一八一“’一万万·叫

而吸附相的能量函数则可表示为

                    ‘(A，5)二 E(A)+ 八’L冲t， (8一 2一 2)

    此处，仍按第五章;刁假定固体表面的状态不因吸附分子的

去留而受影响，故不妨令E(。)=0，从而，空位(原子)配分函数价

二1。以q..(。)表示吸附分子A的配分函数;9(-\飞，)表示对一给定

万Lt个A一A分子对的排列，工，个吸附分子(A)分布在一。个吸附位

上可能实现的排列方式数，于是

州刀，一‘，一，’)一习“、L。)。标，·。，v朋%
                    {y朋)

(8一 2一 3)
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以上，总和耳囊括了N。的一切可能变化范围。亦不妨将上
                佗.v从矛

式简写为

，(声，万。，万通)二。立吞)物 (8一 2一 4)

式中，沪，即吸附相构型配分函数项，定义为

儿二习。(、。)e”。、 (。一2一5)
        《，“)

    精确求解二维点阵构型方式数也不是件容易事，大多采用布

拉格一威廉近似，即想像散落在固体表面的吸附分子A可权以随
机分布的状态看待之。这样，式(8一2一4)立即蜕变成

切(刀，N;，N，)二五不式告了万「儡·e‘、
t\’s1

                                                      (8一 2一 6)

    注意上式中已以完全随机分布的歹。替代原来的刃川，又刀。

中。，即相当于吸附分子(A)间的平均相互作用能总和。由式(8一1
一40)，当知

二 口八，1

洲“‘而 (8一 2一 7)

而从式(8一2一6)，立可导出吸附分子A的化学位为

“(一(杀)，。y。一‘r(祭)，.，。
      ，_ 二 ~‘ 0 .___ ，_ _

=一 ‘诬In如(J)十 “飞n宁seee下 + C阴卫“ L吕一 2一 8)
                                                    1 一 口
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0“六」/J，，即月在固体表面的复盖度。
    气体A的化学位依式(5一]一，1)是

        “!毛(，卜一、，·，11货+、，·，·，1
    平衡时，声一。(，、:=声，(，，，合并以上两式‘，经整理后并以女。(二。。(，)

一勺(，))代表气态A与吸附态A的基态能量之差，即得

，n’·(“’一〔镖势一〕
    +in击 十肇 (8一 2一 9)

    这就是按布拉格一威廉近似处理的非理想吸附等温方程，与

朗格谬尔方程比较，相差即在那个反映吸附分子间相互作用的
C口中月』_

  kT 一乃。

  如式，当。一粤时，有
                                        ‘

In，{喜‘}一1。「述
    \ 乙 / L

，污，)/万
q。，」(。)

e刀J护。
C电:，
2k2，

(8一 2一 10)

代入前式，即得否勒〔Fou伽乏吸附方程

  ，。、_，_可0)
9、“，一川一了石

                P(~布-1
                \ ‘ /

一In击 +(20一，)器
(8一 2一 11}
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C申。/理二 卞4

‘j，5 05 075

          图8一2一1二维点陈吸附，(8)一“曲线变化
    图8一2一j绘出对不同的c中、，/儿T给值时歹(的的变化趋势。

图件，，.与。!(扣、、/、7，二0又士应的理臼)一。曲线即朗格谬尔等温线。如

图，各曲线均呈对弥状，而当口巾.L，/月’减至一定值后，犷(0)变化即

出现极俄、分珍九极值产9三白勺条件，兹对式〔8一2冲1飞)求导，分别
得

黯一、粉尚十豁
豁一粉飞仕荞·’

(8一 2一 12)

(8一 2一飞丧3)

函数，(0)存在极液的条件征军(0)二0。由于0的变化范围总
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在0~1之间，故据式(8一2一12)不难发现，当‘中初/kT为正值(实

为寸公>0)时，介(0)/必自必大于零。此种场合下夕(0)~0曲线不

可能出现极值。也可以说，仅当吸附分子间表现出相互吸引(中朋<

0)，夕(0)才可能产生极大或极小。设使办(0)/必=0，那么，能否再

发现一些有关极值的信息?令

合+尚 +鲁-

‘一卜念一。

0 (8一 2一 14)

可化成

(8一 2一 15)

于是

1士了1+4kT/口中剧
(8一 2一 16)

口必取实数，故乃要求

                1+4kT/C中几月) 0

若确认电月<0，可改写为

(8一 2一 17)

          卜:/里黔李“ ‘卜，一，8，
当:<罕 时，代入式(卜卜，6)，给出两个实根，有口!<音，
02>音，分别对应于;(0)曲线(图8一2一‘)的极大和极小。理论上
说，这暗示着此际吸附相将因吸附分子间之相互吸引而导致相分

离，象，固体表面同时存在高复盖度(。>合)和低复盖度(。<合)
两个吸附相区.然而，倘中朋<0，但体系的温度(T)却足够地高，致
使

1一:/型华土<。
            1 弓‘
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    这样，，(0)也不可能出现极值。一种假想的解释是上述相分

离现象当因吸附相温度之升高而自动消失。如于图8一2一1中画

出c气/kT>一4的曲线，即属此种情况。文若T=一口气/4介，代入
                  ~ _ 1 ~ ，.、、_.、，。 _ ‘_、一 ，，_、 。 一 ，

式(5一2一16)，得。=音;再代入式(8一2一13)，有犷(0)=0。可见，沪，“一 _“ 一” ’，一 2，’J’、厂、产、“- 一 一” ‘了J、一‘ 一。一Jz“’

其对应的;(0)曲线即在。一冬处出现拐点。图。一2一1表明，7丫 ’J一 ”J二“一‘~ ~ 『1一脚 一 2~ 叫 ~ 砂声””. ~ 一 一 ‘介 ’zJ’

。。/k:二一、时，;(0)随。变化极不明显(在。一冬左右宽广幅度一’冲‘’一 ‘一劝’，、一‘’峪一~ ’.’终 ”2刁书“铸一 2~一目~’ r目卜

内，犷(0)一0)，而根据上面对T大于及小于引中朋}/4k所作的分

析，很容易联想到这宛然像是个临界互溶现象，故一般称

        :。一今 (、<0，‘卜，一‘，，
为(吸附相)临界互溶温度。

    以上应用布拉格一威廉近似导出非理想气~固吸附等温方程

并得出一些有趣结论。当然，也可以借助准化学平衡或其他的理论

模型来处理诸如此类吸附体系。对二维点阵吸附，准化学平衡的处

理方法与前一节介绍的基本上无甚差别，在此就不赞述了。但要指

出，否勒一古根亥姆曾提出一个比较简单的非理想气~固吸附方

程，表达如下:

                        0 ./2中划、。.“ ，。
                In户二In二‘气 + {书汾三10+ 常数 (8一 2一 20)

                ’一1一口’、k7’厂·’I.朴 、-
事实上，可认为这仅是对式(8一2一9)假定了C=2的结果。

    二、氮的离解吸附及其排斥能估算

    数值求解非理想吸附方程的一个辣手问题是如何合理估算吸

附粒子间的相互作用能?由于固体表面吸附粒子间的侧向相互作

用形式多样且相当复杂，一般的分子间势能函数(如L一J势)已
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不适用。实际处理中，多是根据吸附粒子间的相互作用特性而设定

不同近似程度的计算模型。以下，即以氢的离解吸附为例，简要介

绍金属晶面上吸附氢原子间排斥能估算的一种尝试方案辛。

    氢(H:)在固体表面发生的离解吸附过程为
                    HZ伪)产H(关)十H(关) (8一2一21)

H(‘)表示吸附态氢原书;
    许多研究表明，在各种金属晶面上，吸附氢原子(H(二))可能

存在，一和，一两种不同吸附态。，一，，(，)处于金属点阵原子正上
方(顶位)，其平衡位‘置约距金属的电子表面(外侧)0.1，。1。;而。一

H(，)则类似于原子H在金属币的溶解，即H(，‘)部分地沉人金属
表面并填充在晶格的隙缝‘}，，其平衡位置约在金属的电子表面之

下0.511。。:一H(，)’有3个振动自山度，表现出较大的吸附热和较

小的吸附墒，可导致金属的电阻及功函数迅速增加;而夕一H(，)

却有2个平动自由度，另一个是振动自山度;其吸附热较小、吸附

嫡较大，能使金升属的电阻和功函数减小。由于，一H(，)的能量状

态远较，一H(，)的低，故在吸附前期，，一H(，)每优先出现。

  ·若假定在给定吸附条件下，。金属晶面上吸附氢原子均以7。一H

(，)形式存在，则据式(吕一2一2!)，平衡时，一有

                    庙2(，)二2召补(·) (8一2一22)

    .仿效上一节堆导步骤，不难给出此离解吸附方程为

‘二 口 (孤/凡)2 .，耐了‘= — — ·— e声沂“ ·户一脚必‘1夕

‘一’2 1一 口 qo“(。)

(8一 2一 23)

‘〔1〕苏文缎，方加福厦门大学学报t自然科学版)，21(刁)457;。1982。

  「2〕苏文缎等，高等学校化学学报‘7(3)255，19a6。
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    此处，。，(H)二即听。滩从”即一对H(*)间相互作用能，实际表
现为排斥能。

    不难理解，吸附粒子间的相互排斥不利于吸附。如式，。，(H)愈

大，达到相同复盖度(0)所须的压力也愈高‘这意、味着可以通过增
加气相的止为(̂)来克服吸附粒子间的相互排斥。

    根据艾林(坳胡必半经验方法，两氢原子间排斥能可利用摩斯
(jll，*)函数计算之。摩斯函数表示了双原子分子中两原子间的势
能变化，方程式为

      V二刀{exp〔一Za(，一，。)〕一价xp〔一a(，~‘、，。)〕}

                                                        (8一〔2一 24)

    而

。，(H)一{粤。一粤)。、exp仁一:。(，一，。)〕
              、 ‘ 乙 /

                  一exp〔一。(，一，·。)〕} (8‘卜 25)

    以上，对H、而言，，。是H，分子平衡核间距，D是娜离解能、

常数一‘·98又‘。一记。，一击。，，，兀和J分别娜:的库伦
积分和交换积分。7、即两氢原子间瞬间距离二

    现在即以这个式子来计算金属晶面上吸附氢原子间的扣互排
斥能。但应提起，晶面上H(石)间相互作用交叉错综一有关式(8一2
一23)中。，(H)项的精确求解并不简单。

    对处在金属原子项位的，一H(，)’，其相邻两认，(‘，)间的距离

当山所在晶面的点阵结构决定。就拿面心立方金屏来说，其主个主

晶面的金属原子面密度以付日)~面最密(配位数·c*6事相邻两原

子问距:二。);(10的一面次之(c二4，。二‘了万。);(毛1伪一面最硫(c

二通，::二甲厄气‘:、72二、厂了.“)。因此，在这些晶面上，吸附氢原子间的

相互排斥强弱顺序当表现为(l1」)一>(1的)一>训1的一撅句话
说，要是所论金属乃一块多晶(吸附剂)，那么，氢的离解吸附当优
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先发生在(110)一面。

    按布拉格一威廉近似，上述，一H(，)亦应体现完全随机分布

状态，这正是式(8一2一23)

的成立前提。然而，由于吸附

原子间的相互排斥，又势将

驱使各H(，)彼此规避。图

8一2一2示出面心立方金属

(111)一面的点阵排列。为照

顾各H(，)间尽量远离，则

当复盖度。处于。<令，。二司~ ~ 卜 一~ J 一 、3，-

1 2，一 2一一‘~“‘r“
令 ~干及 口>千等不同阶段
3 3卜一‘3’J‘，一。J.，.。

0 雷 . 0 0 . 0

      0 0 . 0 0 . 0

图8一2一2 面心立方(l 11)一晶面的

      H(，)随机分布状态

.，、合，。专<，<备，0，>寻

时，按随机分布的H(，)当依次占据图中的.、.和0点位置。如
~ _二1_。 、 二， 、一 、一 _ 二，，.，、， 二 ，杯 ，、，、，，-一
图，口镇奋时，任一H(!)至多有6个相距为了3。(季邻近)的H~ ’一~ 3”刁”山 ’‘、一‘一 梦 曰 一 ’‘，“~ 门 v 一 、份 、r~ ’“J一

    、一 “ ，~ ~ 、，1 ___2_， 、:~ __， 、‘ .，，-~一，_ 二
(，)环绕其周围，而达令<0<奋时，则任一}f(，)都将受到3个、一/一’，。行 了，四 ，’.叼~ 3 、一、3”J’乃J’占 ‘.、一产R尸一，切冬 户j’

最邻近(a)的H(，)之排斥。此外，在季邻近处还有一定数目(0~
            、一 二 一 _~ 2一 。 __， 、、.‘ _‘~~、，._*

6)的H(，)存在。至口)奋后，任一H(，)必有6个最邻近和0，6价 “J‘一、 ”书铸.一 -一 3J曰”‘ 一、 尹~ 「刁一 ’~ 、r~ ””-

个季邻近的H(，)存在于周围。再假定对任一指定的中心H(，)，

处在其周围尚未全部占满的邻近吸附位上的吸附氢原子乃与晶面

上氢的复盖度成正比，那么，借助式(8一2一25)便不难给出上述e’
(H)随口变化的近似估算式。同理，也可以采取类似步骤去确定

          ， ，⋯ 、 一 。 ，。，、 _二 ，.‘ ，_L‘一 ‘。一 _，1，_
(l00)一及(110)一面的e.(H)~口变化。但对这两个晶面刀蕊令和          ~ 、-一‘ ~ ”J一，、一‘ 一~ ’。.’二，’刁~ 犷刁’，只~ ’一~ 2”n

口>粤是其吸附的先后阶段。表8一2一，列出面心立方金属各晶面一‘ 2~7、价r.J”碑2.1目”，一 9介 - 一 一产J叫 ~ “一 /廿~，门LJ F.R~

的。，(H)算式。其中，乙『:、打:和‘，分别代表按式(8一2一25)给定的
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晶面上最邻近、次邻近及季邻近的一对H(，)间相互排斥能.刀:、

夕2是折合系数，对(111)一面，夕，二3，而对(100乏一及(110)一面，声:

=2。。乃校正因子，就Pt、Ni等金属而言，经验值在0.95~1.0之

间。

表8一2一1 面心立方金属各主晶面上H(，)间排斥能估算式

晶 面 口 :，(H)

(111)一

0一李
        乃

l 2
..曰.... 户 电沪 一

3 3

兰~1
  3

        6U.声:叨

3v，·+6v.，!a(卜含)
6。:a+。v，，;a(。一备，

(100)一 。一专
合一‘

        4U，几团

4‘，:。+;。:八。(e一令)
                                                ‘

(110)一 。一专
专一‘

            4U.凡ae

2(v:+。.)a+;v:，:。(卜专)

    图8一2一3描绘了根据以上排斥能估算方案而确定的氢在面

心立方金属上的吸附等温线。如图，各晶面上吸附氢复益度e皆随

气相压力(，才)的增大而增加，但对不同的晶面，其”随p才的变化
趋势不很相同·最惹人注目的是，对(’“)一面，“一心曲线出现两
个平阶，分别对应于0达到1邝和2/3阶段。而在(100)一或(110)

一面上，仅在0二1/2时出现一个平阶。平阶的产生表明氢的吸附

受到阻滞，因为当吸附达到与平阶相应的复盖度后，，继续吸附就
须办及晶面上H(，)间更大的相互排斥(见表8一2一1诸式).在
没有其他外力场(如电场)的作用下，这只有通过加大气相中氢的

压力(如:)来推动离解吸附向高复盖度挺进。
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    ’三、非定域吸附

    如果固体(吸附剂)表

面的原子对吸附质粒子产

生的吸附力并不太强。而

吸附粒子又具备足够的热

运动能(kT)去克服从其所

在吸附位迁移到近邻吸附

位必须横越的势垒，那么，

吸附粒子就可能在固体表

面进行迁移，这就是所谓

的非定域吸附，或称流动

吸附。

    现设非定域吸附粒子

夕1.0
(110) (100)(111)

                          夕1/2~

图8一2一3面心立方金属上氢离解吸

            附等温线

为单原子分子月，则在固体表面上，A的运动自由度包括一个垂直

于表面(:一轴)方向的振动和二个沿:一及犷一轴方向的平动。按

离域子体系处理，吸附相的正则配分函数当给出为

，，(刀，、，，)一丝黔匕，、
                      务 孟丫 二

(宁寿q:)y切二 (8一2一26)

或中，‘丫代表固体表面积，q:为(流动)吸附分子沿:轴振动的配

分函数，而外，乃二维平动子单位面积配分函数，有

      /2二，nkT\
q‘，今(一下砰一{

(8一 2一 27)

    与式(7一2一11)相当，尹‘即非理想二维气体构型积分项。令
肉‘=心斌，*，了p二口p，.、‘rp，，;，则

3」搜



，‘一丁··⋯丁二p(，，)之‘ql⋯⋯‘q·‘pt一‘p·
                                                      (8一 2一 28)

在理想场合下，即流动吸附分子问不存在任柯相互作用，有‘

切‘二之岁丫了 (8一 2一 29、

自式(8一2一26)及式(8一2一28)，即得流动吸附分子化学位

/一(纂)，，。一‘，{架)，。
  _一Tln平

                                                      夕沪

  一‘少，·[逻平一」
(8一 2一 30)

    吸附达平布时，，又、。)二。‘、(，)。此处气相A化学位。‘、(，)即按式(5
一1一4)给定，「b此推出

.\’ _ 夕成碱.，) 一。.一
一二多 一 二犷— 丁华-e ”.尸
。4 甘Otl(口)/，y心

二 艺(7’)夕 (8一 2一 31)

这就是非定域理想吸附方程，式‘}，

2(:，)二二芍卫立止三{争。、。
            叮0，、〔夕、八 、0

(8一 2一 32)

而八/了则相当于单位表面吸附分子数。

    义据热为学，对二维平动子体系不难给出
                  j尸二一 万心，十 小资丫 十 厂J工 (8一 2一 33)

建有

此处，中具力的‘练一般丸乞“面压·因巾一{器冲·

    小一少{黑{，、v一，，{弩)，、(‘一2一3。)
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如依式(8一2一29)，立得二维理想气体状状态方程如下

万kT

L洲丫
(8一 2一 35)

    对非理想吸附，采用巨正则系综处理可能更加方便。为此，假

定对二维非理想气体，梅逸集团积分理论仍然适用，且上述吸附相

的巨正则配分函数可仿照式(7一2一14)而表示为

“‘，，‘，a，一exp「艺的，“，) ‘8一2一36)
                                    一 今 1 一

在稀薄吸附情况下，近似取1=1，2两项，则上式简化成

三二。xpD产丫，q价+J扩女2久2〕

=。xp〔.丫公(，)助，+.戈厂匆众5声)2b2〕(8一2一37)

    此处，久=娇。而对非定域吸附，分子间之相互作用势能照旧

想像为两两分子对之间的相互作用能总和，故有b，=1，且

卜如一奋2硕了了的汤

  一可了(。阅(，)一，)，。 (8一 2一 38)

二 口‘砚n三\
洲 二二 lwe毛于we口1

    、.肉 /夕，a

            诊二 。殉.;(s)娇十2了(qI(s)乙)’加

以，;(s)ea.二答代入上式右方第二项，经整理后得朴 ，月钟J”一卜丫 ’、，、一拽 ‘只刀 不一 洲 ’拼正 ~2“阿

                              歹 了_ 歹 _、
                  e气=.二二:二一!1一是乡声;1                        性丫女众:八4 1曰，丫扩‘j

    又设气相为理想气体，则由式(5一1一1)，知
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      N， N。
忍一， :一 = 丁了~P

        甘(，) 任(，)

(8一 2一 41)

平衡条件;乙二娇，于是有

万 a凌，‘，、 ，‘. ，1。 N _\，。
~:二= 二户‘‘‘幼『犷‘。.尹/11一 -:李P:1叹匕一 乙一 4乙少
‘召下 梦0，j(，)1孟vo \ 龟沪， 1

再利用式(8一2一31)及式(8一2一32)，即成

                    对 _ 二，_、，，二 ，_、
                .七 兰X(全)/(1一笼(全冲声，) (8一2一43)                      肠丫 一 ‘’、‘产声、“ ’、‘尹，尸’产 、“ · ‘价

    如式，若吸附分子何侧向相互作用表现为吸引(一般口，>0)，

则气体倾向于在固体表面凝聚。与式(8一2一31)比较，当知在相同

的给定条件下，非理想吸附的单位面积吸附量{忍)应比理想吸附
                                                                        \‘户李 1

的大，反之，倘吸附分子间的侧向相向作用表现为排斥(两<0)，那

么，吸附分子便倾向于从固体表面逃逸，从而，其单位面积吸附t

将较理想吸附的小。有关这些结论，都与定域吸附的情形相似。

圣3 聚合物溶液炳效应

    聚合物是一类由单体加聚或缩聚而成的高分子盘物质，其品

类繁多，用途极广。这里，仅考虑直链聚合物，实例如聚乙烯、聚叙

乙烯、聚苯乙烯以及天然橡胶(聚异戊二烯)等，其分子链结构有如
下图所示:

、办、气/气入/入
    R为聚合物链节，乃聚合物分子中!复的结构单元。一般的聚

合物分子，可能含有数十甚至成千上万个链节。聚合物的统计理论
包括了聚合物溶液、聚合物的弹性，溶胀等一系列基本问压。限于
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篇幅，下面仅简要介绍有关聚合物溶液的统计模型及其理沦方法。

    一、弗洛里一哈金斯理论

    对聚合物溶液，弗洛

里一哈金斯的统1卜方法可

说是布拉格一威廉近似之

推广。同样采取似晶模型，

想像聚合物分子在似晶格

子上的排列是无规的，每

一个链节占据一个洛子，

而小分子的溶剂仍一个分

子占据一个格子。图8一3

一1示意聚合物溶液的似

晶结构。

    长链聚合物分子柔软

得很。每一链节可随意占

0}0}0

图8一3一1、聚合物溶液似晶格子

据上一链节周围的任一空格。如溶剂分子和聚合物链节之间的相

互作用可以忽略，形成的溶液即具无热溶液特性。为确定聚合物溶

液的热力学仕质，首先就要寻求溶液的正则配分函数。按似晶模

型，关键仍在如何消点被安置在格子里的链节和溶剂分子的构型

方式数。这问题比小分子溶液的随机分布复杂得多。弗洛里一哈

金斯的处理办法是不直接去求体系的沪或叽‘，而是从溶液形成

时体系的微观态从而是嫡的变化入手。

    现设由J:个聚合物分子和了J个溶剂分子组成溶液，梅个聚

合物分子有M个链节。这样，体系的似晶格子总数有

                      八” 入，，+万ZM (8一3一1)

    ”在不计较溶剂分子及聚合物链节能级分布前提下，分别以夕
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(入，)、。(0，1，)和。(万，，刃2)表示纯溶剂、纯聚合物和聚合物溶液

的空间构型分布方式数、再根据玻尔兹曼嫡公式，则由纯溶剂和纯

聚合物混合形成聚合物溶液时，其嫡的变化当为

            习(y，，N:)二 ，，公(刃，，12)
，万=‘，n玩了万万而灭万.二‘，n又汀瓦了万

                                                        (8， 3一 2)

    不难理解，这里的JS实际上就是聚合物溶液的混合斌。又因

溶剂分子皆系生同的，故可令。(A’l)二工。据此，只要求出9(.\t，，

万2)/。(0，12)，计算J凡。:便有着落了。
    依定义，9(刃，，1，)即等于将将1，个聚合物分子安放在溶液

的万个似晶格子上的排列方式数，而夕(0，万2)则为同数目(.\t，)的

聚合物分子在其纯态的从M个似晶格子上的排列方式数。此二者

之比值可计算如下。

    想像原先溶液的1个或纯聚合物的一ZM个格子都是空着

的，然后依次将聚合物分子逐个地安放到溶液的以及纯聚合物的

似晶格子上，至某阶段，溶液及聚合物的似晶格子已同时置进，个
聚合物分子。此际，溶液点阵剩杀的空格子是(大一，M)，而纯聚合

物的空格数则为(’\ ZM一，M)。按百分L匕计，则

，_雌沛、=立二止卫
一’、’曰 ‘卜 入r

(8一 3一 3)

嵘(纯聚合物)二
入飞材 一 尹M

    .\’:M
(8一 3一 4)

    不言而喻，f，或蛛亦可解释为溶液或纯聚合物中，每一似晶

格子呈现空白的几率。

    继续于上述两似晶格子置进第(，十1)个聚合物分子，并假定
安放的方式是一个链节一个链节地嵌入。于是，当第一链节向溶液

的似晶格子嵌入时，有(刃一，M)个空格子可任由选择，或言之，其
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可能实现的构型方式数为(N一，M)。而在纯聚合物中，则对第一链

节之嵌入，可能的构型方式数是(从一，M)。据此，二者之式数比为

  溶液中的构型方式数
纯架誉物中的构型方式数

Ntf

NZMt

                                                        (8一 3一 5)

    接着嵌入第2链节，但仅能围绕第1链节的c个邻近配位随

机选择一个空格占据。已知溶液或纯聚合物中空格的百分率是‘

和嵘，故平均而言，其第1链节周围分别有Ct，(溶液)或ct二(纯聚合
物)个的空格留着，所以

      ct， t，
叻 = 下万 = :尸

          L朴 卜
(8一 3一 6)

    随后，第3链节又围绕第2链节选择一个空格占据，但第2

链节四周只有(C一1)个配位可供利用(另一个已由上一链节占

据)，故而

(口一 1)￡，

(C一 1)嵘

t.

·蛛
(8一 3一 7)

    对第峨链节，情况与第3链节相似。总之，从第2链节起一直
到第万链节，其嵌入溶液或纯聚合物两似晶格子的构型方式数比
均可表示为

      ‘ 。 。 ，， ，。
0坛 = 气产 ， 执 片 ‘，J，’.”.’健 ， L6一 J一 列

            肠

    把M个链节嵌入的构型方式数比连乘起来，就得出将第(，+

1)个聚合物分子安放在溶液与安放在纯聚合物的似晶格子上的构

型方式数比，即

                    六 万t，弄/t，\
            。(尹+1〕)= 11‘ =二井共，!!}斗1
                      瑟一 N:万蛛揣 \t导).
                            N I亡八甘

                        = ;于节1子 】 (8一 3一 9)                      万:材、嵘/
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    以上关系，对全部的1:个聚合物分子一概成立.而前头提出

的9(1，，大，)/9(0，入’2)无疑就等于刃:个。(，+1)之连乘，即

9(N，，12)
。(民瓜了=

y，一1

n。(，+1)
，.0

西!扁(会)“〕(。一卜1。)
* N: __ ~.
学 梦1=布了，梦2=洲2，则

                  1性

  N

NZ叮
二与+.价何

      N，M
=豹.十万;

        梦2
(8一 3一 11)

N 一 rM

    N

夕:+梦:一r
  梦:+ 夕:

=业止二二
      梦2

(8一 3一 12)

蛛二
八、万 一 护叮

    N，M
(8一 3一 13)

代入式(8一3一10)，得

宁注)，[瓮瑞努示些务」‘

’2“一”万(号等二)‘
”“一”(二糕黔)‘。。一。一，4)

‘了
1
，‘
、
、

、
、，
J
.
万
了

人、
.，月
J‘
了

切
n
间  

 
 

一一

日(N，，NZ)

9(0，刃，)

擎2

+ 夕，

夕2

十 鲜2

仁
伽
了
卜
仰

一~

一一

于是，式(8一3一啊 衍变成

‘·豁长豁一“一(M一1，，·(粼魂)+、:·(糯黔
一巨n不子渝+为，·砖鉴奋

(8一 3一 15)
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再定义

一二三一-1
八一+万2‘U)
一止三生一}
刀1十 NZMJ

(8一 3一 16)

    显然，甲，和印2当可依次表示溶液中溶剂分子和聚合物分子

分占似晶格子的百分比，亦相当于每个格子出现溶剂分子或聚合

物链节的几率。可合理假定，溶液‘}，聚合物及溶剂的偏摩尔体积皆

与各自占领的格子数成正比，那么，上面的那:和吸又可表述为

        nll/1
二二二 ‘~林，二州闷- ~- -二二，

  n，1才，十 月2}’2

      n，FZ
二二二 户，山气二二，一，份，~~白，钾

  刀，1/;+ 儿:1/:

(8一 3一 17)

    。:、。2各代表溶液中溶剂和聚合物的摩尔数，而F:、「2则分别
是其偏摩尔体积。这样，式(8一3一15)又进一步变成

:。黑七典 一 、11，1、，一、，，n、2(8一3一18)
      自以、V，子百2少

    这就是弗洛里一哈金斯的理论结果。但推导当中并未考虑溶

剂分子及聚合物链节之间的交义相互作用。也包含似晶格子上聚

合物链节和溶剂分子皆呈随机排布这样的前提。故式(8一3一15)

或式(8一3一18)只适用于无热溶液。

二、大小分子混合嫡

自式(8一3一18)立可给出聚合物溶液混合嫡
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」、‘，二幻。臀翼黔_一;(。.，n、;+。2，n。)
                    舀甘气V，‘VZ夕

                                                  (8一 3一 19)

图8一3一2描绘了」殉丫R~那2的变化趋向，显然，画出来的

叮
研
J
呵
从

 
 

老
\礴
阅

曲线大大偏禽了一般小分’
子正规溶液那样的对称

J性。况且，随着聚合物分子

链节数(M)的增多，曲线

的非对称形状也愈来愈、

显，但、M增至一定程度
后，影响也渐渐小了。可想

而知，这里的J儿.之所以

偏离理想状态，其原因当

归咎于溶液中两种分子大
小悬殊所致。更其体些，落
液中一个溶剂分子只占二

个格，而一个聚合物分子

0.2 0.4 0.6 0.

图吕十3，多聚帝物溶液混合摘

却要占据M‘个格子。设使对旨:l(实际上已成小分子)，则有印:=

::，叮:=x:，代入式(8一3一19)，仍旧与理想混合嫡无别。

    倘若溶剂分子及聚合物链节之间的交义相互作用不容忽略，
这就需要认真考班构型能对体系热力学性质的影响。现以中:，、
中.，、电2依次表示似韶格争1，韶邻为翔寸活村分宇湃作潜封分午一奎

合物链节对以及非键合的聚粤物链节一链节对的结合能。并设每
                                                              玉汤

个似晶格子有c个配位数，那么，利用式(8一3一J6)定义的那J及
印?，便不难给出，溶液中溶剂分子对的平均数是

叉1.=资;、.汉1
                ‘

(8一 3一 20)

、3感念、



    而溶剂分子~聚合物链节以及聚合物链节~链节付的平均

数则分别为

                    了.:=(C一2)甲j对N: (8一3一21)

                          二 1，_ .、 ._，， ，。 ‘ .‘、
                    yZ:=令(C一2)叭MN: (8一3一22)                                  2、- 一‘丫‘-一’‘ 、一 ， 一 ‘

又对纯溶剂或纯聚合物各有

风1一奋刃， (8一 3一 23)

二 1，_ _、_，_，

洲，，=了“一习效侧， (8一 3一 24)

为简化计，令c一2兰c。从而，体系的混合构型能

            ，_ 。，、，_ . 1_ _，_ 1_ _‘，，， ，
刁U， ==一 LC印1班八’:甲12十 二咋尸甲1洲J甲11十 下.C叭傲洲:甲2，」

                                                    乙 乙

      +〔扣，。!1+枷NZ，22〕
， 口刃甲月叼祖中 (8一 3一 25)

式中

则得

_ 1_ . 1_ _ ，。 _ _，、
甲之 飞犷q，11十 牛州甲2:一 甲12 L乙一 乃一 艺b)

            乙 一 ‘

此处，姑且称中为互换能。再定义混合参数

(8一 3一 27)

令一‘峋’叭 (8一 3一 28)

此即所谓的范拉尔(va。咖)混合热公式。当d>0时，意味着
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表a一3一t 天然橡胶混合参数

榕 剂 t℃

      CCI‘

      笨

      CS，

  乙酸乙酉旨

C!1，C苍1刃以二1门:

    丙酮

15~ ?0

  2S

  27

  25

  25

  25

0.28

0.41

0.49

0.78

0.94

1。37

最后指出，有时候亦将式(8一3一33)表示为

一粉妥，一十’n”，

111，1一In普十、2十‘碳

(8一 3一 31)

(8一 3一 35)

:，即溶液中溶剂的摩尔分数，而，。则为对应的活度系数。
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  吸附原子间的相互作用，令一L.为固体表面最相邻的A~A原子

  对的数目，中。为一对A~A之间的扣互作用能(指定参考态:A

  ~材目互排斥，电u取正值，相互吸引，叭。取负值)。

      。)假定吸附原子A在固体表面的分布是完全随机的，试确

  定刃。与复盖度0的关系;

      b)采用布拉格一威廉近似，写出吸附相的正则配分函数，

      。)如设A:为理想气体，导出A:的等温吸附方程;

      的指明复盖度口与排斥能之间的关系。

(5)双原子分子AZ在固体表面发生非定域吸附，
      。)指出在二维表面上，吸附分子A:各有儿个平动、转动和

  振动自由度;

      的写出吸附相的正则配分函数甲和巨正则配分函数三;
      c)以了 表示吸附相表面积，写出吸附分子的平动配分函

  数项;

      的由巨正则配分函数出发，导出此二维空间中A:的表面

    压公式。

(6)对聚合物溶液，试由式(8一3一30)和式(8一3一31)，验证

d凡.; dUo J泞.x
  kT kT k

                二大:in叭+工月n叭+口.\’邵:印:

(7)试应用准化学平衡导出正规溶液的临界温度公式

kln(C/C一2)

(8)试由准化学平衡处理法导出非理想定域吸附方程，与式(8一2

一9)比较，主要差别在哪里?
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附表1 物理化学常用基本常数表

R二8.3 1 4 4 IJ·兀一1拼01一1

k=J.38066义10一23).尤一，

几二6.62618义]0一3月J·￡

了。二6.02205义JO?，，。01一’

F二9.6 18!6义10’C·1摊01一宜

c(光速)二2.997925义10只，。·“一’

，n。(电子质量)9.1 0953义10一3伙夕

尸“(衍;准压力)二101.325兀Pa(帕)二1.01325义10污入’，n一’
1“tln二】.0 1 325义10苏人’11‘一2

Jlll斑Hg=133.322、，lll一2

1泞.V“1.602189义10一’，J

      二96.186)·Ilwl一]

      二8065.5〔、In一1
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